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$8—H von Neumann 代数 的 基础 


von Neumann 代数 是 无 穷 维 的 复 染 对 象 、 Ast MRT ak 
的 拓 耻 讨论. $ 1 中 ,指出 BOGE) (Hilbert 空间 OF 中 有 界线 性 
算 子 的 全 体 ) 是 C&C) (OF 中 全 连续 线性 算 子 的 全 和亲 ) ,的 二 次 
KEZEL. AMG ES 2 中 ,能够 提出 BCE) PRR 
及 它们 的 比较 。 $ 3 讨论 了 von Neumann 代数 的 一 些 基 本 和 性质， 
尤为 重要 的 是 工 次 交换 子 定 理 (1.3.10)， 它 是 这 个 理论 的 第 一 个 
AAW LACH I. von Neumann 于 1929 年 亡 证 明 )。 给 册 了 代数 
定义 与 拓扑 定义 的 等 价 性 。 § 4 的 张 量 积 的 交换 子 定理 (1.4.12) 
是 很 深刻 的 结果 , 也 曾经 是 长 期 没有 解决 的 猜测 。 B-RKELIE 
实 这 个 猜测 的 是 M. Tomita, {E 3 4 BUTEA EGE M. A. Rieffel .与 
A. van Dale. HRI. pS 投影 的 比较 ?是 F. J. Murray: By: g: von 
Neumann 用 以 进行 因子 分 类 的 维 数理 论 的 出 发 点 ，§ &1: -Kaplan- 
sky 证 明 的 稳 审 性 定理 是 算 子 代数 理论 的 又 一 个 有 :办 的 工具 , 它 
揭示 了 : 如 果 BCE AA FREER Ahk 
是 稠密 的 , 那么 二 定 能 够 依 更 强 的 拓扑 (让 界 地 ) 称 密 。 $ 848 19 
讨论 了 线性 泛 孙 的 几 个 重要 性 质 : 正规 性 、 极 分 解 、 直 交 分 解 及 
Radgn-Nikodym 性 质 ，$ 12 HHA, 把 它 妇 结 为 三 个 初等 的 
* 同 态 ( 增 补 、 诱 导 、 空 间 x* 同 构 ) 的 复合 .。$ 13 是 空间 分 析 * 主 要 
结果 是 1.13.2《 循 环 投影 的 比较 )，1.135 (SH* Awe), K 
1.13.7, $ 14 go- 有 限 的 von Neumann 代数 是 一 类 经 常 遇 到 的 代 
数 ,例如 可 分 Hilbert 空间 中 的 von Neumann 代数 都 属于 这 一 类 . 


§1. Hilbert 空间 中 算 子 的 Banach 空间 . 


定义 1.11 1 & 是 复 Hilbert Bia], FC SORA A 中 有 


= l œ 


PRAREATMWSAK, COO) RRA 中 全 连续 线性 算 子 的 全 
th, BOG) BRE 中 有 界线 性 算 子 的 全 体 ， 毕 ”中 恒 等 算 子 记 
Dh 1w， 在 不 致 混淆 时 , 记 以 1°. 

命题 4.1.2 RO BTREDSH,M COC) BCS) 
唯一 的 非 零 真 的 团 双 侧 理想。 

证 ， 设 9 是 BOSC) 的 非 零 闭 双 便 理想 、a 是 8 的 非 零 元 ， 
于 是 有 §,n¢ Æ, E =g, RE, EE HES 
元 , 作 be BO), 使 得 bg =F. 于 是 ` 

bal EDn) = (bak Qa’ — FDI ED 
进而 FCS )cs, CCCI, 

A rE ACCE Y, A= GNE ACEP). 设 {ex} 是 
4 的 谱 族 ,由 于 AR COOL), DH e> 0， HEI) 与 
& SARTRE E. Ste 是 以 -好 为 始 域 , (1 一 «DO 
HARROP SBR, BU othe Ol 一 OC, Bothy BATH 
的 。 又 由 于 v*hv € 9, PLL, 9 一 BCS), TER. 

命题 113 4 .22 A CCE) 不 能 是 某 个 Banach 
空间 的 共 耗 空间 。 

证 。Banach AMAHA EARR S 紧 的 ; HR Krein- 
Milman 定理 ， 它 必 有 端点 。 因 此 只 要 证 明 CCE ) 的 单位 球 并 
无 端点 MS FEM ae COS), fel <1, RARE 
bE CCE), 60, EA at dt, ae 

如 果 4 是 有 限 秩 的 ， 令 Ole, AA = I, 
W dim, < 0, a 5th Æ, ©, KE HART Æa 0 
与 a* 都 为 零 , 于 是 上 述 5 处 难 找 到 ， 如 果 o 不 是 有 限 秩 的 ， #43 
解 a= wh, FAME b= Do 14.8,， 其 中 {Pn} 是 相互 直 交 的 一 


D 今后 行文 趾 。 将 不 区 则 鲁 等 算 子 1， 代 数 的 单位 元 素 1y S51 等 ,请 读者 自行 
识别 。 
2) 8@7 表示 如 中 加 下 作用 的 一 轶 算 子 : 
(EQ = <6, 08, VEER, 
3) 今后- (BI ERTER KRORATF SH. 


«2° 


RAB LAM, 0< An S1 (Vn), R170. FH, 有 ive 
(0,1), 适当 有 取 e> 0, HB lavte| <1. 再 命 b =| wP, 
BJA b0, je +j 证 毕 , 

定义 11.4 ac CCS) RH Hilbert-Schmidt WF HE {14} 
是 (a*a)? 的 正本 征 值 全 体 时 (* 重 的 本 征 值 , 则 在 a) REA 
次 )、 则 24 < œ, 记 Hilbert- Schmidt 算 子 的 全 体 为 SCH). 


命题 115 acs), 当 且 仅 当 ， 对 于 OF 的 某 个 (从 而 任 
意 的 ) 直 交规 范 基 Lh}, A 之 lagt? < 00., 


if. Ue Ero Car} 是 OF 的 两 组 直 交 规范 基 ， 
legl? = >» Matag? 


= J Klata) 21? 
o = D, kr, Ca*a) ne) }? 
= E Neta 


= 25 flen’, 
因此 只 须 对 CF 的 某 个 直 交 规范 基 来 证 明 , 
- 设 a € SCO), (E) BO 的 家 交 规范 基 ， HA {54} 包含 
(a*a) 所 有 正本 征 值 相应 的 本 征 矢 , 于 是 > (adsl? = Ds 
3. . 
,区 之 设 之 leg)? < co, 这 里 {She BE 的 直 交 规范 基 ， 
于 是 jppaps 一 ofl -> 0。 这 里 下 是 有 的 有 限 子 集 ， 依 包含 关系 成 


为 定向 指标 集 ， 而 p: 是 BLE |e Fi 上 的 投影 ,- 从 而 se C 
(OF). BRE) BE (oe)? 所 有 正本 征 信 相应 的 本 征 矢 , 即 见 


ae SCG), 证 毕 . ; R 

定义 11.6 设 aes), HK leb = (5 a) = (5; la 
aY 为 = 的 Hilbert-Schmidt 范 数 ,这 里 {lo} 是 (era) 的 正本 
TEZE, 16) 是 SE 的 任意 直 交 规范 基 

命题 1.1.7 HERH 0 € SCO), be BCH) . 

iall <S lal = loi, leat < lliiel, gatos ce 
特别 SCOP) BCE) 的 * 双 侧 理 想 . as 

证 。 由 于 之 \la*E, P= > (aE, Eryl = > Da lEn ago》 一 
2 os Ps 所 以 ， 二 all: 一 上 lat lh, BAM a=wh, 这 里 A= (ara)3， 
于 是 lall < ||(o*e)? || 一 max jn < | 外。 此 外 :由 ”> lsat < 
D>) Pll, = leah < hiallet,. 进而 laslh < [oe *ib< 
laslllesl = flelhl él). WEEE. 

命题 1.1.8 在 SH) 中 定义 la, bh 一 2a (abr, bE), X 


BE{E) dt OF 的 任意 直 交 规范 基 , 则 SCE) 成 为 Hilbert 空间 ， 
HH FCO) EREM. 

证 。 易 见 定义 《，》 的 级 数 是 绝对 收 化 的 。 今 指出 这 个 定义 
不 依赖 于 (E) 的 选择 ， 设 An) 是 OF 的 另 一 组 直 交 规范 基 , 由 于 


2 Cadi, ars bE) | S Wollallebs, 即 级 数 DiCara ms E1) 
ya Me xtc ae, 从 而 


之 “athe bE) TS 之 (ak, Nr Xr» bE) 
mS = 25 br, »0 Ww 


同样 也 有 È (or bn) = = D (oar a” n> Abb. (>> : 的 定义 


不 依赖 于 TA 的 选择 . 
SI lan) ESCH) KI .出 的 基本 列 ,由 于 | Ll: 让 


e 4s 


所 以 有 se CCS), 使 得 es 一 o>0。 再 由 2 人 as 一 am) 
8 一 0， 可 见 a€ SCH) 及 lan 一 一 0。， 所 以 SCOR) 依 
(5): de Hilbert 空间 . 

最 后 对 任意 的 a€ SC) Re>o, 如 果 {Ej BWE 
UGH, WHARART RP, 使 得 ži (lle £il? + ie*š:ll’>) 
<e, Q Pp adlah FE] 上 的 投影 ， 则 

lpraps — al} = 2i lagi? + >, IG 一 Pp yakill’, 
l IXF TEF 


但 是 
DHA — Peagi? = 2 pa Kaas, Ex)? 
IEF 
<> Net ul. 


PGF 
因此 ， Pra? — al <8. TER. 
定义 11.9 ae COL) 称 为 迹 类 的 , 指 若 {1。}: 是 (ata) 的 
正本 征 值 全 体 ， 则 Di te < co， 并且， 这 时 称 le 把 一 asta 


a 的 迹 范 数 ， 及 记 全 体 迹 类 算 子 为 TCS). 
命题 1110 1) oe TS), SAMY, (ata)! ye SC). 
此 外 ,如 果 {$1) 是 多 的 直 交 规范 基 , 则 


lali = Iota yt} = D (Coa )*Es, E1) 


2) 如 果 a, FE SCA), 则 ade TC); 
3) ee TCH), SARA, 
sup [B Kegn ma)iAEabs te} fe or 的 任意 直 交 规范 列 | < 00, 


并 且 , 这 时 有 lell < lel < lah, Æ lel 等 于 上 面 的 sup; — 

4) TCH) 是 BC) He RWB, THIS CH), 
并 且 和 任意 迹 类 算 子 是 迹 类 正 算 子 的 线性 和 . 

证 ， 如 果 {4。} 是 Cata) 的 正本 征 值 全 体 , 则 (a*a) 的 正本 
征 值 全 体 是 {4}， 由 此 即 见 1). 


2) 设 a, bE SCE), ROR c= we*c)t, XE c= ab, 
由 D>) Clotet E) = >) bE, "wën = <b, a*wh < lllh 
lalz, BA c = abe TCH), 

3) 设 a€ TCS), BAR a = wlata)t (a%a)t, 

D Makas med < {F Kt: Dre) tw „e 
< Ceara) - IiCa* ate" < llall. 
另 一 方面 ,如 果 取 Es 为 4, 棚 应 的 规范 本 征 矢 ,9 一 whe 这 里 {14s} 
是 (era) 的 正本 征 值 全 体 , 则 了) Cots, ws? = X ta = lak. 
此 外 , 显然 有 (Du) SOYA, BLL leli > leh > lal. 
Rit sup{---}<0co, HAMA {5n} Bla, = wea}, RUFI 
Wh (a*a) E SCA), 特别 ok CLS). HAIR. aS: 

4) 由 = w(a%a)* . (a*a)# SRA. EHE. 

命题 4111f T2) 六 照 迹 范 数 | -fh 是 Banach 空间 ， 并 
H FC) 在 其 中 再， 

证 ， 依 前 一 命题 ,| - h 确实 是 TC) 上 的 范 数 。 今 设 {a} 
FER | - OAT, Hil: WLI i. RUA ae COR), A 
jas = ali >90, 

如 果 {54}， Ln) 是 好 的 任意 直 交 规范 有 限 列 ， 2 
a) Sky ne! = lim 之 | Can am)Ek3 na) << tim lla, 一 amlls <s 
(Rin 充分 大 )， 由 此 可 见 aE T(E) 及 llas — ah — 0. 

今 若 a€ TCE), 极 分 解 a= wla*a)t, #5 (a*a)t = 
5 Anas 其 中 {Po} 是 相互 直 交 的 一 秩 投 影 列 ,14,} 是 (a*a)* 的 
正本 征 值 全 体 ,于 是 


ESA -D0 
Bl FCG) 在 T) PRR. EH, 


. 6 e 


注 ， 在 FC) h, | + Ll k>- l Sakki 
数 完备 化 ,得 到 TCCAC). 
定义 11.12 HEER ee TCH), > 


tr(a) = Caër, Èi) 


称 为 a 的 迹 ， 这 里 G EX 的 任意 直 交 规范 基 。 由 于 s 可 以 写 
成 两 个 SCS) TORR. Ai, 迹 的 定义 不 依赖 E 的 选择 . 

命题 1.1.13 对 任意 的 a€ TCH), bE BCH), 

tr(ab)} = tr(ba), = | tr(ab)| < elllall. 

证 ， 在 命题 1.1.8 的 证 明 中 ， 实 际 已 指出 : tr(cd) = tr(dc)， 
Ve, de), Ss 写成 两 个 SCH) 元 的 乘积 , 即 可 见 
u(ab) = trba). 

极 分 解 a = wate)? - (ata)?, W 

itr(ab)| = |{(a%a)?, (hw(a*a)*)*)>.| < felli\(a*a)* |i 

= [léilllel. l 

证 毕 . 

定理 1414 1) C(A = TH), PRESI: fec 
《给 )*， 有 了 唯一 的 ae TCH’), 使 得 

Hf = Ilo, fe) = trac), Wee CCE) 

反之 对 任意 的 se TC), ula) 决定 CCH) EX llall, 的 
$8 te DA; 

2) TC = BE )， 即 对 任意 的 fe TC), AH — 
的 56 BOSE), 使 得 

If] = lle, a) = Cab), Wae TCE") 

反之 对 任意 的 5€ BOGE), C) 决定 TOS) 上 上 范 为 llel 的 
#2 UE 72 DR, 

JE. 1) 设 a€ TCH), {ae} 是 (a*a) 的 正本 征 值 全 体 ， 
En 是 4, 相应 的 规范 本 征 矢 ,Yrn。 对 正 整 数 入, 定义 有 了 有限 秩 算 子 <: 

cw; = és 1S&iSN, clhwk,,--+, wën] = {0} 
这 里 a 一 wlat) BRO. BR id —1, X 


N 
(eCa) = |S) Cata cwis | = Du ells 
Bi (a) 决定 C) 上 范 为 lalh MAREE DA. 
今 设 fe C(.2)*, 对 于 任意 的 一 秩 算 子 EQ “HEE 
Bi, PEOD 1 的 有 界线 性 泛 函 ,因此 有 OF 的 唯一 元 of， 使 得 
KEBA) = (ak, a), We BE, 
ik oF E LARA IPA 
lell = sup{ Io, n> | hel = tall = 1} < Ml. 
由 于 Ke) = ilac), Vee FCO), 因此 只 须 证 se TIO). 极 
分 解 。 一 “Ce*a)8， 并 设 (Elie 是 w 始 域 的 直 交 规范 基 ， 对 4 
的 任意 有 限于 集 Fg 一 D) EDwi 是 名 ”中 范 数 为 1 的 有 限 
BOF 
[E tasn 6] = leecol Iel < M 
Ff 是 任意 的 ,因此 ,a& TH), 
2) 设 be BOB), 注意 [ell = supt) <8, 2)1 [SMa 
1} 及 wld - EBn) = (bE, a) (VE, 96 OF), 因此, tb") 决定 
TBE) 上 范 数 为 Noll RARER. 
SR eT, 由 于 | 
(E@n)| < Mls@nl, = Hilela, YE ne 2, 
所 以 有 DEBE), EE 
{(EBn) = (bE, 0), VEE. 
又 FSC) 在 TOL) PB ik, (a) = (ab), Wa € re 


证 毕 . 
注 本 节 见 参考 文献 [13]， [28], [99]. 


§ 2. BOSE ) 中 的 拓扑 


Ue GE 是 复 Hilber 空间 ,在 BC) p RAILA FARE 


-re ere ee RL ORM 一 人 一 -一 一- 


CLAN) Hausdorff 线性 拓扑 : 

1) BRT Gt a — 0, 指 

(aE, n> 0, WE, ne Os 

2) 强 算 子 拓扑 ,网 a> 0, 指 lagi] 0, VEE SCs 

3) 强 * 算 子 拓扑 ， 网 o >0, HH ekl + largh) 一 0， 
VEE GE; 

4) o- BATH. «0, Pi À | 

2 ar» nad 0 Y 之 RE + nal?) < < oo 


5) v- 强 算 子 拓扑 ,网 w — 0, 指 Dew. Po, "Eh i 
<w; : i XT 
6) CBC), TC )), Wao, H a Vat 
TCE), 即 是 BCE) 作为 ke as 
ths .  - 
7) s(BCH), TCX), 网 a; 0, nm eed od 
BCH), TC )) KAF 0; 

8) s*( BCE), TS), M a0, A lap ni {orat} 
都 依 BE), TCE )) KAF 0; 

9) Mackey th (BCH), TCEC)), W a; -> 0, H 
Caa) —> 0, Zj ac E 一 致 EEG Ne 
salt ric 
= {a € BCG) | |tr(as)f < I, Whe E}. 
上 面 E 是 we 的 任意 of TCL), BCED) "EZT 
10) 一 致 拓扑 ， 即 算 子 范 数 产生 的 拓扑 。 . 
”命题 1.2.1 1) 算 子 的 * 运算 依 上 面 所 说 的 拓扑 1)， 3), 4), 
6), 8), 9), 10) 是 连续 的 ; 2) ERE 5e BOO), W BOSC) 
中 的 映 象 . 一 -> .8 与 - 一 x5. RLM AT ER 
3) 如 果 在 BCE) WAAR ARM SRB {02}, 15,} 


—— 


1) TOF), BOD) 指 TCR) 中 (对 于 T(&)* = er) KHET, 


Sy BRA PINAR a, b, WR {awb,} 也 依 强 算 子 拓扑 收敛 
于 ab, 

HE. OR CTH), BR o( TCH), BCE )) i 
KFO, 即 tr(a6)-> , Woe BOO), 注意 wots) = Cab"), 
所 以 {of} 也 依 oC TC), BCA D 收敛 于 0. 当然 对 任意 的 
bE BCS), {ab} 与 {ba} 也 依 of TC), BCE )) WRT 
0, 因此, 如果 E 是 TOC) 的 oT), BCH )) RFR, W 
E* = {a*]a€ E}, bE 与 Eb 都 是 T(E) 的 ATH), 
下 (2 )) 紧 子 集 ， 由 此 对 拓扑 (BC), TC )), 命题 成 立 . 
其 余部 分 留 给 读者 。 证 毕 ， 

命题 1.2.2 设 1 是 BO) 上 的 线性 泛 函 ， 则 下 列 是 相互 
等 价 的 : - 

1) 了 于 是 o( BOSE), TC )) 连续 的 5 

2) 存在 唯一 的 ok T( 20), BE = Heb); vie 
B( 2"); 

3) 存在 {En}, fm, 2 (gall? + tinal?) < 00, 使 得 


1C) z5 > (btn, Ne) s vbe BE). 


此 外 , 为 了 JP0 ( 即 对 如 中 任意 的 正 算 子 上 有 #(6)20), 
当 且 仅 当 ，a 2 0。 这 时 并 可 取 5 = 20, Ve, 

证 ， 由 于 T{(22)#* 一 8(E)，1) 与 2) 的 等 价 性 是 显然 
的 。 这 时 如 果 f 之 0， 对 任意 的 Fe OM, ar ey) OF BLE] E 
的 投影 ; 则 

IEN ad, E) = (ar) = f(P) S 0 

Mord. 反之 如 果 a 之 0, BRFSS. | te 
2) 推 时 3) 5 a= mo， HR a5 af =a, H ESCH), 
但 f(o)=t(a,b0,)= Dy atis ani), 这 里 5e BCC), {Errea 


EOF 的 直 交 规范 基 ， .因此 有 4 的 可 数 子 集 1, 使 得 c 一 af, 一 
0, Wks. 从 而 ,KB 一 > (ead, ahd, VE BC), K 
iEJ 


» 10>” 


2 las + lak) < 00, KM IMR f > 0, Ma, = a, = al, 


sty ag; = ak), Wie J, 

3) 推导 2) i a {aja HAY aBa = Ens 
aka = tn Vn, R ajlknln]t = {0}, i=1,2, HM a, a€ 
SCH), 从 而 G 一 aa? € TC), 以 及 对 任意 的 bE BCS), 

f(s) = 之 (baakasoabe) = trÇaba,) = tr(0b), 
证 毕 . 
定理 1.2.3 前 面 列举 的 诸 拓扑 有 下 面 的 关系 
l go 6) ~ Hth 4) 
拓扑 10) < 拓扑 9) < < stl) 
_ Sah 8) < 拓扑 7) ~ 5) < gh. 2) 
Y 
l ”拓扑 8) < 拓扑 3) 
其 中 符号 拓扑 起飞 拓 扑 i) 表示 ; 拓扑 2 较 之 拓扑 D 为 强 ， 符号 
~ 则 表示 拓扑 等 价 . 

证 ， 我 们 显然 有 : 拓扑 10) < th 9) < 拓扑 6), 拓扑 8)< 
拓扑 7), 拓扑 3) < 拓扑 2) < 拓扑 1), 369))5) <: 拓 扑 2)， 拓 扑 
5) < 拓扑 4) < 拓扑 1)。 

Fath 4) 与 拓扑 6) WSO few 1.2.2 立 见 . 

拓扑 5) 与 拓扑 7) 的 等 价 性 UT {ar} 依 +( BCS), T 
CHD WKF 0, AFIT 4) ~ 拓扑 6)， tote} 依 o- BAF 
托 扑 收敛 于 0， 特 别 {a} 将 依 o- RATHI O, 反之 设 
{ar} 依 o- 强 算 子 拓扑 收敛 于 0, I Oe TCE), Hi 
题 1.2.2, 存在 (EGC, D Iga? < co， 使 得 


tr(ab) = 《20)， YDE BCS) 


Ait, Catara) = >) lol > 0, BE ta} 也 是 (BCX), 


* ite 


TCAD WEF 0 的 : 

今 证 明 (BCE), 7 (gs GE), TCX) 
o( BC 8), TC )), 依照 Mackey EIR (BCA), T (2 )) 
~ -RATEI RANER: BOSC) 上 任意 的 o- 强 算 子 拓扑 
ERREZ Af BE B), T )) BRM, 对 这 样 
的 1， 有 0 点 的 o 强 算 子 邻 域 VU = UO, (EP), e GH), 
1), 使 得 VOISI Woe U, XE > lise PP <o, 1<i< 
k. soe tr G.) = Uae, > lP < 00, Be 


Toy <(5 lesa), Woe BOS) 


te 6 = yee, Mj = X Wi, TE E= DEH. H 


任意 的 BO), 定义 BH = (on), Vi = (ane S, Mil de 
BL). 依 此 符号 。 KOES 25, Vee BCZ). 特别 站 一 0 
i. (2-0. 从 而 可 以 在 好 的 线性 子 空间 {Belo BOE )} 
ise MORE} 

18) = Kb), Ybe BOS), 
且 已 指出 CSI = I6) < BEN, BATHE 7 He 2B 
AE ZEA je Onde F ER. 


f(s) = KEE = = (BE, 4) = 5 (bën ne) 


Woe B(28)， 再 依 命题 12.2， f 是 BE), TOOL) 连续 
的 。 | 
ICBC), TCDA BCE), TC) 由 # 运 算 依 
(BOS), TCG) 的 连续 性 《命题 1.21) 及 rB (2), 
TCE) KBC), TCD) 立 见 . 
最 后 拓扑 8) < 拓扑 37 hh 5) ~ 拓扑 7) 立 见 。 证 毕 ， 


D APPA MAHA T Banach 空间 对 偶 理 论 的 标准 知 果 * 可见 参 基文 献 [22]> 
[60] . 


>H 


定理 1.2.4 在 BC) 的 任意 有 界 球 中 , BATBib~o(B 
(2), TCH )), BRT ~sC BCE), TCE), Be AF 
Hih tC BCH), TCH)). . 

证 。 设 jal sK, Wi, H ar 同和 0， 对 于 任意 的 {&。})， 


im, 5 lést? + IInall?) < oo, Sil! 


[E Gonos ned] < $ Kades m)l + ED CU? + at 


由 此 即 见 {e} 也 依 "- 弱 算 子 拓扑 收敛 于 0, 其 余 结论 相仿 证 明 ， 
证 毕 . 

以 后 ,我 们 还 将 指 出 ， BCE) 的 任意 有 界 球 中 ， 
s*(BC 8), TCE) ~r(BCH ), TC )). 但 另 一 方面 ,我 
们 却 有 

命题 1.2.5 mR X ELEJE, WEEE Be) 中 ， 
CBC), T(8)) 5 (BCH), TCA D) 并 不 等 价 。 

证 . 设 {p,} RE 中 相互 直 交 的 非 零 投影 无 穷 列 ; 记 K= 
{Vnp|n = 1; 2,…}。 BPE AT TES NR 
性 和 ,因此 ,0 点 有 (BCS), TC) 的 邻 域 基 形 如 

UO, ast, ags €) = {a é BOGE) |tr((a*a + aa*)a;) 
<e,i<iicg k}, 
其 中 Oo TIM), 1<i<k, RAK SAREN 
的 交 是 非 空 的 。 BRR, FE OŠ ac TEO, L&E R 
5 之 0, 使 得 
str(?na) >E, Yn 


这 里 am diae € TH). er- Sibu 则 


hie 


N 
(Pa) = lim tr ne (> Paa) = lim > 一 一 十 0 
N = n 


这 不 可 能 .因此 ,0 点 属于 天 的 +O) THD 闭 包 。 
现在 只 须 证 明 0 点 并 不 属于 天 的 rB), TCE) H 
-14e 


包 。 对 每 个 #, 取 En € Pol, [Ell = 1, FE, c = AL E® 


£6 TCS), 并且 ledh = 22-0, 从 而 , L= (0, cz 一 
1, 2,…} Æ TCE) 的 依 迹 范 数 的 紧 子 集 , 所 以 也 是 o TCR), 
B(8C)) 紧 的 。 因 此 ， 

L° = {be BCE )| lirCècn) | <1, Wn} 


是 0 点 的 (BCE), TC )) AR. HF CV” Paca) = 2, 
Wn, BLL, V APAL, Vn, BO KNAL? = Ø. 这 说 明 0 点 不 
BFK (BC), T(2)) Hi. 证 毕 . 

由 定理 1.2.3 与 1.2.4， 并 依照 Banach 空间 中 对 假 理论 的 标 
准 结果 ， 判 断 BOO) 上 线性 泛 函 的 BCZ), TCH )) 连续 
性 ， 除 去 命题 1.2.2 外 ,我 们 还 有 

命题 12.6 设 了 是 BOOS) 上 的 线性 泛 函 , 则 下 列 条 件 是 相 
互 等 价 的 : D 1 是 BA), T()) 连续 的 ; 2) f 是 AB 
C) TC) 连续 的 ; DIE (BSS), TCA )) 连续 
的 ; 4) 了 是 rB), TCO )) 连续 的 ; 5) 了 限于 BCE) 的 
任意 有 界 球 是 弱 算 子 连续 的 ; 6) 1 限于 BOS) 的 任意 有 界 球 
是 强 算 子 连 续 的 ; 7) 了 限于 BOE) 的 任 间 有 界 球 是 强 * 算 子 
连续 的 . 

关于 BOO) 上 弱 ( 或 强 ) 算 子 连续 线性 泛 函 , 我 人 有 

命题 1.2.7 设 了 是 BOC) 上 的 线性 泛 函 , 则 下 列 条 件 是 相 
互 等 价 的 : 

1) f 是 弱 算 子 连 续 的 ; 

2) f 是 强 算 子 连续 的 ; 

3) 存在 唯一 的 ve FCS), EB 

KE) = ulbv), WEE BCE); 


4) 存在 Eaa- + > Eus 2- ME & , 使 得 
(0) = Soi mi), vbe BOR, 


elie 


Mohs feo, MAY, oO, 这 时 并 可 选取 Ge, 1< 
i < 

w. 显然 3) 54) 是 等 价 的 , 并 且 从 3) 或 4) 可 以 推导 出 1) 
52) Mune <BR. 所 以 只 须 由 2) 来 推导 4). 

设 1 是 强 算 子 连续 的 ， 于 是 有 0 点 的 强 算 子 邻 域 U = OO, 
Lis ++ Sms 1) = {bE BOSM)| loti <1, 1 <icm}, 使 得 
HAL <1, YEU, fr (ines Ent 为 [bio ++ ,Lm] MA 
规范 基 ， 于 是 只 须 e>0 充分 小 , 0 点 的 强 算 子 邻 域 V 一 UO, 
bia? * +5 Ses s)CU, 特别 ,如 果 bE BCE), bf; = 0, LISSA, 
WY K5) = 0. 

f 当然 也 是 BC), TCO )) 连续 的 ， 依 命题 1.2.6， 有 
ae TCH), 使 得 f(b) = trad), WOE BCH). WR {$1) 是 
OF 的 包含 [E Ea} 的 直 交 规范 基 , 取 ce BOE), 使 得 

ch = 0, liga, c= ab, Yll, an, 

则 0 = f(c) = trac) = Di Coch $) = Pa Il a*g; IP, 


a* == 0, Vise l, e,n, SE tr sea 1gi<e, W 


f(b) = tr(ab) = X) (abe), Er) = 3) tin), Woe BUS). 


BA. RF f > 0 的 结论 ,实际 上 已 包含 在 命题 1.2.2 之 中 。 
ir. 

关于 BOGE) ATR IRS aT AE. ROR tr 1.2.6, 
1.2.7, 分 离 性 定理 与 Krein-Smulian 定理 ,我 们 有 

命题 1.2.8 设 K 是 BOO) 的 四 子 集 , 则 下 列 条 件 是 相互 等 
价 的 : DKE o (BE), TC) 闭 的 ; 2)K 是 (BCL), 
TCOC)) 闭 的 ; 3)K 是 (BCE), TCE )) 闭 的 ; OKR + 
(BUS), TC8)) 闭 的 ; 5)K 站 13 BERTH, VA> 0; 
6) 天 站 18 是 强 算 子 闭 的 ，Y4 > 0; PRENS Bas AF AR, 
Va>o0, 这 里 3 是 BCA) 的 单位 球 。 此 外 ， 如果 区 还 是 有 界 
的 , 则 条 件 5), 6), 7). 中 的 KNAS 可 直接 代 以 天。 
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命题 1.2.9 设 K 是 BOSC) HOT, 则 K RAO 
等 于 它 依 强 算 子 的 闭 包 ; K 的 弦 算 子 闭 姓 等 价 于 它 的 强 算 子 闭 性 ， 

作为 本 节 的 结束 ,我 们 要 提 到 下 面 的 命题 , 这 在 以 后 , 是 经 党 
使 用 的 . 

命题 1.2.10 如 果 {a} 是 BOSC) 的 由 自 伴 元 给 成 的 有 界 
递增 网 ， 即 有 常数 M ， 使 得 |o <M, YI, LR MR >!, 
就 有 or > o， 那 么 ,依照 强 算 子 拓 补 ，c -一 upa, 


证 。 对 任意 的 Fe OH, Kati) 递增 、 有 界 , Bik, (ak, 
E)—> (a, E) = supa, E). BRCAR, AML Corks n) -> Cab, 
nd, VE,n€ Z, 因此 , o € BCE), a= supan Æ ape, 
又 对 任意 的 Se OF, < 

ICa 一 apti? < Ia — 1)? |)? + ICa 一 PEP 

. <S2M((a — @))E, E) > 0, 
所 以 ， ire Te. 
注 本 节 见 参考 文献 [13], [781。[79], [93], [135]. 


§3. vN 代数 的 定义 


定义 13. 设 X 是 复 Hilbert ZH, BCE) He FRM 

MERX von Neumann 代数 , 往 后 简 记 和 vN 代数 , 指 
M=M", 

这 里 M’ = {V EB( | b'a = ob’, Wa CM} (RAIM 的 交换 
子 ) ,而 M” = (MY. 

如 果 MC BCE), MERAM 的 最 小 的 YN 代数 ， 则 称 M 
为 由 Mm 生成 的 YN 代数 。 

命题 1.3.2 设 Mo BCS), TM Dt 生成 的 N 代数 是 (SU 
MIY’, HI, (MUMIY 也 是 YN 代数 。 特别,. YN 代数 的 交换 
FFE VN 代数 . 

HE. BA, (MUM*) C (MUM), (muay emu 


» 1} «a 


MY”, FE, 如果 a€ (MYM), Ml ab = ba, VEE (MU 
UW)”, Ha, ab = ba, WE (MUM*), MLL, ae (MY M"*)’, 
BP. (MUME) = (MUMI 是 YN AR. UE (Mummy ”是 
N 代数 。 SANEERH BS MH W RR N NDC 
UM), TEN’ COMUM*Y NW" = ND(MUM*Y', BMU 
MY fe Mt 生成 的 YN 代数 . 证 毕 . 

命题 13.3 1) ME OF 中 的 YN 代数 ， WM ERATA 
的 ， 并 且 1EM. Mm, MẸ Banach 空间 ae wan 
T E)/M. RS, ike bia z 

We vaeMtyi . 
.2) t {My} Æ OF hk N RRA M = (V 也 是 vN 


代数 , 并且 M' 由 UU Mi 生成 


证 。1) 是 显然 的 DED. 显然 下 列 条 件 是 相互 等 价 的 : 
D «€M;3@ sEM Yi © 4 与 M1 交换 ,V1 Oah 与 M; 
交换 ; @ se (LJ Mi). Bita M= (U M 是 vN 代数 以 
BEM’ {U Mi). EH. | 

命题 13.4 ME OF 中 的 vN 代数 . 

1) 如 果 ae M，a 二 oh 是 极 分 解 ， 则 wh€ M， 特 别 ， æ 
到 oO? (o 的 值 域 的 闭 包 ) 上 的 投影 (一 vz*)e M; 

2) 如 果 a 是 MM 的 正规 元 (由 a*a = aa*), (+) Es 的 谱 测 
度 , 则 e(A)EM, VA 是 C 的 Bord FH; 

3) M 是 其 投影 全 体 依 一 致 拓扑 的 线性 闭 包 ,M 也 是 其 西元 全 
体 的 线性 包 ， 

证 ，1) WA k= (afa) EM, SiR EM’, MR EC 
[o*@°]+, Wi] af = of = 0, obE = b'ag = 0, 所 以 vee 
Lat 20 }+, 从 而 v6 = 0 = bE, HERA ne 2 ， 

bolata) q = b'ag = ab'q = olata) bq = vé Cate)” n 
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E (ata Gt" 在 at 中 稠 ， 所 以 bot = obk, VEE, 
Hib, be = vb’, YE EM’, BY we 对 

2) 4 b EM’, RAF ab = b'a, Rit, (Ab = d’e(A), 
Bl e(CA}EM” =M, VA Æ CRY Bord FH, 

”3) 由 于 MM 的 自 们 元 的 谱 族 仍然 属于 村, Ai, M 是 其 投影 全 
体 依 一 致 拓扑 的 线性 闭 包 。 SH A= AT EM, BIS FE 
《1 一 加 EM。 Mit, GEL- KV) 是 对 的 西元 ， 这 就 说 
明 必 是 其 西元 全 体 的 线性 包 。 证 毕 ， 

命题 13.5 设 M 是 OC 中 的 W 代数 , 则 ML 的 投影 全 体 依照 
包含 关系 ?是 完全 格 :并 且 如 果 {Prhe 是 邓 的 一 族 投 影 , 则 


sp? = ( 强 算 子 )- mp P, = OF B [U rer) 上 的 投影 
inf Pi 一 ( 强 算 子 )-tim inf P, = BE 到 门 Pr 上 的 投影 
这 里 F 是 4 的 有 限 子 集 , 依 包含 关系 成 为 定向 指标 。 
证 .首先 如 果 p， 4 EMERE, 注意 
PE + 8) = 9 BI i], 
由 命题 1.3.4，2 到 【1 一 9) 名] 上 的 投影 EM, 从 而 , OF 
到 [PO +a] 上 的 投影 EM, W sup{p,91EM. 又 
[Pel + 7] = (pe NGI — a] 
| D -aP ] 
因此 ， inf{p, a} EM, 
进而 可 见 ,对 4 的 任意 有 限 子 集 下， 
ee Mr tM 
今 依 命题 1.2.10 RM TEBRATAR, 
sup Pi = sup sup P; = CBR F)- lim sup PEM. 
PSR (O 一 inf pi)|1F 是 4 的 有 限 子 集 }, 则 可 得 到 其 余 的 结 


1) 投影 ?包含 4， 指 eXL, W p24. 
» |f + 


i. TEX. 

命题 1.3.6 GME ”中 的 N 代数 ，8 EMERE, N 
Mb 一 PM?， 及 Mp=M'P RELA PR WN RA., HE 
(Mp) = M}. 

证 。 显 然 (MDM, 设 0€(M,)(CBOPE)), & 

So 加 于 Pee 中 ; 
0, FA ple p, 

则 ze BCE) SERA D EM ,显然 5 对 于 PC 及 (1 一 ?2 
AE, PEMp， 从 而 525 二 4b， 妈 séEM。 FR, a= 
Pape M,, Alt, Mp = (MP PGE 中 的 YN 代数 。 

今 只 须 证 明 M; 是 PSE 中 的 YN 代数 , 或 只 要 证 明 M; = 
《Ms)”， 由 于 (Ms)' 情 Mp， 所 以 ,只 要 对 任意 的 ce (My). H 
出 a'€ Msb。， 依 命题 1.3.4, Cig e E P 中 的 西 算 子 , 命 4 
是 OF 中 的 投影 ,使 得 OE 一 [MP 如 ]. 易 见 gE MNM'。 又 


of D, oisi = D) ai0'Sis WEE POE, aE M3 
(1—4) = 0, VEER, 

由 于 EMY, 及 a 是 PE 中 的 西 算 子 ,于 是 

| >) soki [= 和 Laipa Eis aipa Ei?) 


é 
= > lpofaipa'ti, aE) 
dj 


D (PoP Pi» a’*a'E;) 
Fe | 之 ajE; l. 


Mit, v 可 扩充 为 EL 中 以 HRN SRR, HE 
A cE M, 
v'a >) ati = 2; acja'E; = az’ > a;Ẹis YEE PEE, a E M3 


vall — q)Ẹ = ol — gee = 0 = av (1 — gt, VEC, 


= [f * 


ee meae © a = $ 
ne 


Rie, EM. ERAN EEr, Ko REM, v= aE, 
BD a’ = o'PEM,. EH, 

UM 13.7 设 M 是 YN 代数， 称 Z= MNAM 为 M 的 中 心 . 
如 果 Z=C, AIR YN 代数 为 因子 . 

命题 1.3.8 UME 中 的 YN 代数 ,Z 是 它 的 中 心 , ?是 M 
的 投影 , 则 MNM; = Ze, 特别 , 如 果 对 是 因子 , 则 M, 与 M， 
bee PHA. by mete eM, 的 中 心 投 影 , 则 存在 
于 的 中 心 投 影 z, 使 得 4 一 xP. 

i, BR ZPCMp 站 Mo, 有 反之; 设 aE Mp 门 Mo, 于 是 有 2B' 
M', E a= bp, ir HC 到 [MPP] LH, hi) re 
Z, rf 之 PP。 由 此 ,a 一 ?二 (8'r)p， MRR or, Ah 
认为 BY = 8. So BM’ WEBS. 则 

ba't = bp aP = ao’ P = aap = a'b’p, 
A (a 一 Ba )p = 0, 进而 (0’b’ — bar = 0, 1 rI, 
所 以 ab’ = ba, Wa EM’, BP EZ, Mitt, a = BPE Zp, 

STEM 的 由 心 投 影 , RLM. 有 rEZ, 使 得 = ze. 
自然 4 一 二 (z 十 a*)p， 所 以 可 认为 =at. 亦 如 前 面 ， 可 设 
z 一 z+?。 由 于 9 一 49， TE (x 一 2)P 一 0， 进而 Ge? — 2)7 = 
0, R =z 是 站 的 中 心 投 影 。 证 毕 . 

ER 1.3.9 设 M 是 BCZ) Mae Th, MY 是 对 的 弱 算 子 
闭 包 , 则 

M” = [ala E M”, aħ = Pon = a}. 

RE pE Æ 到 [ME] LIRE, HA REM NM’ 以 及 
Cl — PZE = {EE CF lag = 0, Va EM}, FR, 4MBBAEB 
AECE & = 1), 则 Me = M”. 

证 ， 依 的 定义 ，pPoa =a, Vae M. 因此 

Poa = afo = a, Va€ M”, 
BR, MCM", REM'AM” BORA 是 MM 的 零 子 空 
(Al. 
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AE a€ M”, Pot = afy = a 及 Ula, Estea Es, 8) Ha 

的 任意 强 算 子 邻 域 ， 命 
F = ADDE (nt) 
RP = igdicincs EO 到 ots e bE] AEM] 上 的 投 
影 ,这 里 PEBH), Vik. WESH FEM, & 
Ži = (mst ta baa), Vig = (mos m) E, 

旭 EBC) 显然 , bx por 是 不 变 的 ， 所 以 r = FS, 
VEEM. ME, PREM’, Wik, HT POE = BE, VOEM, 这 
里 E= (Eye, En)”, 因此 


n z 
bE; = S) Pab Ee = b D>) Prio 1<igin,b€M. 
k=l kel 


Bit. (Bi — Dy Pak EU — MO, E all — 
k . 
Po) = 0, 因此 
at; — >) Pinsky = 0, 1 Si <n, 
k 


BI (a&,… che EPI. SRP WEN ER e> 0, 便 
有 bEM, E44 
(2; — agil < 8, lin, 

BD UCa, 5 Ens EDOM 天 由 从 而 ,aceM 的 强 算 子 闭 包 二 
M“ 《命题 1.2.9)， 证 毕 , 

今 依照 定理 1.3.9， 我们 有 如 下 的 vN 代数 的 等 价 定义 

定理 1.3.10 (von Neuman 二 次 交换 子 定理 ) HME 
BG) He FRR WIM BE CC 中 的 YN 代数 , 必须 且 只 须 ，M 
是 弱 算 子 闭 的 ,并 且 1EM. 

现在 简单 考虑 一 下 YN 代数 中 的 拓扑 问题 。 设 M 是 多 中 的 
YN 代数。 在 BCE) 中 ,我 们 普 引入 许多 线性 折 扑 ,它们 相应 可 
以 在 对 中 产生 诱导 拓扑 ， 除 此 之 外 , 由 命题 1.3.3， 

M=(Ma)*, My = TCH Mu 


T OD 算 于 见 阵 作用 于 J= O …s Ja) BLE DMPA. 
. 2l >» 


因此 ,在 对 中 , 利用 M*， 还 可 以 引入 拓扑 : 
1) o(M, Mz) BDM 中 《对 于 Ma) 的 弱 * 拓扑 ; 
2) ÈM, Ma) 网 ar—> 0, I {afa} 依 o(M, Ma》 收敛 于 
0; 
3) (M, Ms) 网 a: 0, H fala) 与 fue?} 都 依 oM, 
Ms) 收敛 于 0: 
4) (M, Ma) BMH OFF Ma) 的 Mackey 拓扑 ， 显然 ， 
在 M 中 ,我 们 有 下 列 的 关系 : 
(M, Ma) ~ 0 BOSE), TCSC))IM ~ o- BAF IBM ， 
(M, Ms) ~ (BCG), T 8))|M ~ o- BRT TIM, 
CMs Mg) ~ *( BOE), TCE DIM, 
TM, M+) < BCH), TCH DIM, 
这 里 |M 表示 BC) 中 的 拓扑 TF 在 M 中 的 限制 。 此 外 ， 
关于 对 的 凸 子 集 的 后 性 ,， M 上 线性 泛 函 的 连续 性 , 可 以 把 本 章 $2 
中 相应 的 结果 移植 过 来 ,这 里 不 再 袭 述 . 
注 本 节 见 参考 文献 113], [78]. 


§4. vN 代数 的 张 量 积 


首先 讨论 Hilbert 空间 的 张 量 积 。 
设 is GC, Je Hilbert 空间 , 令 
z n = l, 2yrrr, 
wO, >- fx = 2 ENDEP El Eee; i<j<ie, i; J 
邵 果 在 这 个 集合 中 定义 了 零 元 ( 亦 即 引信 一 种 等 价 关 系 )。 则 它 将 


成 为 线性 空间 。 我 们 说 s= 之 EOP 是 零 元 ， 记 作 «— 0, 
fh 


{ts mD) = 5 《 P, m?) $ (EP, m? =0, 
j=1 


Wn 6 Sis me 如 不 难 证 明 ,这 个 定义 等 价 于 如 下 的 作法 。 如 
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果 取 OE, 的 线性 子 空 间 [BP BPD 的 基 (Lao ovo 5m}， 并 设 
B= Danks 1<i<m M «= Eo (>) take) = 
#=t kal 


>S LEP) Ole 是 LOR: MRA NTE W P, 


5 ak =0, 1km, 


i=1 


同样 的 作法 也 可 以 对 (EP) 来 进行 ， 
现在 在 线性 空间 OO, HE ARREK 
《ws v= > n> 人 . 


piae SON, = A A AE 


-> EPQ E HOG, A (wu, 4) 之 0. RRE, 对 任意 
的 复数 pS > ano 
D (EP, BPD = PEJE 


Paik » a 
(KEP, ERY ijn 
Eag. Mie "MEERE Cai). 使 得 


ut EP D = (A) 
其 中 po, 1<icin, 于 是 
CEM, EP) = > Hint Bik = > Cik Cik » 
这 里 on = uvm Yi ki 同样 可 写 
(E2, P) = >) fa Bi Visi. 
从 而 
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(u, u) = SIEP, BID) (Ef, EP) 


= 2 (x abi) (> angu) = 0, 


Beeb, MF Cu, u) = 0, HK Schwartz 不 等 式 

(4, mB) S Cus a" Ilmillmll, Vai € i, i= 1, 2. 
说 明 = TEKS MNS. MU, <> HO, LH 
AR, 

EX 1.4.1 HO, 依 生 ,> 的 完备 化 :所 得 的 Hilbert 2 
间 称 为 多 ,与 PO KER IDE OOS. 

命题 14.2 设 at BCH), i 一 1,2, WE HOH, 中 
有 了 唯一 的 有 界线 性 算 子 , 记 作 aa, fie 

(4,84, )(E,@E) = aE, Qak, VEC His i=1,2 

并 且 laal] = llall = lal. 

证 。 对 任意 的 « = D EPREME OW, 设 其 中 (EM, 
是 BY; 的 直 交 规范 系 , 于 是 

Kalje? = >) la EP < Yall? D5 WEY? = lell’. 


Mit, ah 可 唯一 开拓 为 POIO, 中 的 有 界线 姓 算 子 ， 对 
于 Oa Ht. Mitt, aa = (aLL) 可 唯一 定义 为 
HO, 中 的 有 界线 性 算 子 ,满足 要 求 ,并 且 llei@erll < llall- 
lial. B-E, 
a, Ba sup{ legl - fell le: E CF, lel <1, = 1, 2} 
= jall- fal. 
证 毕 ， 
对 于 AID WAL Hilbert 直 和 的 方法 来 描述 ， 取 
talec 为 喧 ,的 直 交 规范 基 , 这 里 8T = dim &,, & 
GE == {EVe ECM}, VIET, 


1) PERRET, Gh 表示 它 的 势 ， 


«= 24， 


bese AME £.08, 的 闭 子 空间 , 且 
FOF, Mor”, 


rel 
bt mE = ERe:, VEE G1, W u ke 2. F O, p 
AOS Ree, HERA AO, TE, a BOM, 到 
OE BERR RERE , E of eO = {0}, WI el Rur GE 
ee hy Woh, BR ufu BOC HSA, if 
= wer 是 OS, BE” ERA Daf = 1, 


设 se RE OM), & ay = ufany € BS, QU a 将 
由 算 子 阵 (Cy iver 完全 决定 。 事实 上 ， 对 任意 的 ECO 


His 
a& = >) (ufek)@er = >) (> ats) a, 
7 z r 


其 中 Er = ug E E. 由 此 , 如 果 抬 OF 5. SEK, R 
可 写 
a = (orivers 
引 理 1.4.3 WR ay € BCH) YLL, Wa a= (ar)€ 
BCE OA) 当 且 仅 当 , 存在 常数 玉 ， 使 得 对 工 的 任意 有 限 子 
RE, FR {Eh ERC 有 
2i pa ets || £K 2 HEP. 


FEE rer 


证 ,必要 性 显然 ， FR E= Dek HK OL, ll 
rel 


t EL 


-IEF < co .于 是 ,对 任意 的 8 > 0, 存 在 1 的 有 限 子 集 F., 使 


得 2 WEP <e. 从 而 对 任意 的 EI URI WARS FD 


F,5#=1,2, 依 充 分 性 条 件 ， 
>. apr — 2 ayy Ey f < K’ > Ev ll? < Ks, 
VEF, rer, 


ery 


Bib we LEl 级 数 Tank CE hie. OB 
? 
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DS arter <e 5 terr, 


FEE EP 


$ext F RORI, FS EBA, 即 见 Cay) 决定 COLO, 中 的 
ERRET. IEE. 
引 理 1.4.4 设 a = (aw), b = (br) E BLZ OQ), M 


ab == (3 onBurs 
其 中 对 每 个 1 2 级 数 >， ap RCE, 中 的 强 算 子 拓扑 收敛 。 


证 。 由 于 >»: = >) aud = 1 在 H OF, 中 依 强 算 子 


了 I 
hike, MinkG@A Tiga 
ufabuy = ufa (> umuke) buy = $) amber, 证 毕 ， 
gre = ae 


引 理 14.5 设 aE BCE’), i 二 1,2, HH a 在 基 fejet 

HA BBE RAR Civ), W 
aa: = Cara). 

FFA, al: = Cra). 

ik. HERK EE, 

Ufa, @az)uyk = uf nD) ED er = uf(aE@aes) 

= 3 («80S tvar) 
ve 


= bP uf Ca Eer) = biras 
Ro 


RẸ uf (aQaz uy = aya, Wi, E. 证 毕 。 
引 理 1.4.6 在 OS, 中， 
{uuna re Iy = {¢,@1;}a, € BCS}. 
证 。 对 任意 的 sE 5E 145, 
uF (ali Curt yu 一 DOF nR laire) + Cufrunfu,) 
ir 


= Bde 


D>) (Fey uğur By 
qe 
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= uF (aun a Ol >, 
Wik, al, € {uuh El}, Va, € BCL). 
反之 , 设 ae {uug l ET}. 如果 l=, Il 
uf ot = ufalupus jup = (utup ufauy = 0, 
uyat = upupu] au, = upauput u; = uatr 
Sat a = ufam E BOS), 依 上 可 见 它 不 依赖 于 i 的 选择 ,并 且 
依 引 理 1.4.5， 
a = (Sna) = a,@1,, | 证 毕 . 
现在 讨论 vN 代数 的 张 量 积 。 
定义 14.7 设 Mi 是 Hilbert 空间 CF; 中 的 YN 代数 , i 一 1， 
2. 在 QRH, 中 ,由 集合 {a,@a,]a;€ Mis #=1,2} 生成 的 
vN 代数 ， 称 为 M 与 M; 的 (vN 代数 的 ) KEF, 记 作 MM» 
Bi | 
MiM: = {4,@a,|a;€ Mj, i=l, 2}", 
例如 , 依 引 理 1.4.6, 我 们 有 
BCS OCI, = {ahja E BOX ,)}, 
命题 1.4.8 设 M: 是 多 :中 的 vN 代数 , 则 
MBB) = {ae BCE DF) le = 
Cay)s ay €M,, Wi, Ph 
证 。 显 然 右边 集合 是 AD Hi vN 代数 ( 引 理 1.4.4), 
从 而 由 引 理 1.4.5， 
M:@B(CE)C 右 边 集 合 ， 
今 设 a = Cay) € BOE OM), HA meM YBF, 
如 果 E, F 是 I 的 有 限 子 集 , 令 | 
aff?) = pe W EE, EF; a= per a EE; 
0, Re, = 0， 其 它 
及 asr = (alp), ag = (ait), 由 引 理 1.4.3, A ane 及 ag€ 
BCE Oe.) Webs 对 任意 的 ;,: EI WIE 1.4.5, ap Dln 
+ 8w) = (auðn Bw) € MOBE). 从 而 ane = >> (48,2 
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x miarana y E ET SEEN! me mens ETH ET 


-8r)€M, OBE.) HART, KOK, 中 的 弱 算 子 
拓扑 ， 
所 以 ,ee MBH) 证 毕 . 
我 们 已 经 定义 了 MBM, ARB 
(MBMY = MIQ Mis 
Ait BETAS. 

设 OF 是 复 Hilbert 空间 , HARB<.>. MRE 看 作 
实 线 性 空间 ,并 定义 《,》, = RC), MC )) 成 为 实 Hilbert 
空间 ， 本 节 的 以 下 部 分 , 提 到 的 “ 直 交 余 ”，“ ”等 概念 , ROG), 
Wwe. 

3I 1.4.9 M, NE BIEC) Me FRR, 且 都 包含 1. 
Mik MCN’, FAME OC 中 有 循环 和 撩 5 GEME = OF), WF 
列 条 件 相互 等 价 : 

1) M'= N"; 

2) (ME + iN,E) A 中 稠 ; 

3) (ME) = i NE, 

其 中 M,N, 分 别 是 MLN 的 自 伴 元 全 体 . 

TE. ECM’), EM, TE ra= al 仍然 是 自 伴 的 ， 
所 以 ，Imke Ee, “E> = 0, HM, (ok, VE = 0。 因此 :MO 
ECC(ME):, X MCN’, NCN’CM', Mii, iN, ECM). 

设 3) 成 立 。 于 是 

(ME + iN, E) DMa + iN,E = MsE + MEN. 
从此 , 由 3) 可 以 得 到 2). 

设 2) 成立 。 由 于 iN,ECCM,E)*, 1K 2), INDE 在 €M,&)+ 
rh, 如 由 2) 可 以 得 到 3). 

设 2)，3) Mw. 已 经 指出 CM’)ECICMEY, BD, 
《MiEC NE. 于 是 如 果 (ECM), WA be Niy 使 得 1 一 
zi 一 0。 设 了 cg ag CEM, 由 于 MCN’, 
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(sak, cE) = lim(s’eb,£, cE) = lim(s'ak, choky 
= (sat, cE) = 1's'ak, cE), 
(SEMPRE. Ak, se = rs, Vs'EN, 从 而 EN”, 即 
M'EN”, {W MCN’, MU., M’ =N”, 
SiR DRY. WE nC (MAE + iN E, 我 们 必须 证 明 y= 
9, 
在 复 Hilbert 空间 AP 中 , 令 


m={( a) 


’ LA b; i 7 
= | BEN”, 1<i<4), 


又 命 P 是 POL 到 ME, n) 上 的 投影 , 则 PEM MIT 
Ej 


a€ m}, 


Eh p= p*, g=9* 及 > 都 EN 由 于 P(E, 1) = (En), 
所 以 有 
PE + rn = Ek, (1) 
由 于 »1M,&, Bil Rely, aE》 一 0, Vee Ma, Ait 
<n» oE) = —(ak, n) = — lE, an), Va € My, 
进而 (9, aE) = — <E, an), VaeM, RI 
7 0 
SAN k G )> =0, vee m, 
Pras Ph, E)— 0, Min 
Pn + rE = 0, (2) 
又 由 于 LiN,E, BE Re(y, dE) = Ima, bE) = 0, WEEN,, 
FL Cas bE) = (bE, n) = CE, on), WEEN, EG 


ee 


1) PEET (69), WIE (E, P 理解 为 列 矢 ， 
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che auian mamin a RE AR Le I RIE RT IARI mI t anar» $ $ 


(a, bE) = CE, by), WEEN” = M’, (3) 
(1), (2), (3), 
{ns Pn) sO {no rE) es (È, rn) 
= — CE, (1 — PDE). (4) 
由 于 P, (1 一 P) BRB, Mit, P= PP tert, (1 一) 一 
(1 一 了) 十 rr*。 将 这 两 个 关系 式 代 和 人 (4)。 得 到 

0 < Neal? + rn = — CCl — Pei 十 rs) <0. 
PA, Pe = (C1 — PE =0. 由 于 Ci —P)eN” =M, RE 
MHAR. TÆ. A 一 了 ?) 一 0, p= 1, Hii, y= 0. TER. 

5114.10 KG; AR Hilbert 空间 , H; OF; 的 实 线性 
闭 子 空间 ,并 且 (Hj + iHi) 在 此 ;中 稠 , GF = 1,2, W 

HOH, + (HQH) = HA OH a 
这 里 WOH, 是 集合 [EEk EH, BEM) 在 AOH, H 
张 成 的 实 线 性 子 空间 的 闭 包 、Hi@H+ FARER. 

W. WÈ EEH, CH}, j=1,2, MW EOELmM@m, 
Mill, (HH) Li(HtOH}). MERTI £6 HOS. HE 
1 CH,@H, + i(HiQH3)), 证 明 & = 0, 

定义 CE, 到 Hii zy 使 得 

(tër Ex) = (E> EE) VEE MH, BE a, 
DJI: RARLRHH. 注意 | 
(GE), Ex), = CE, RBE) = CE, LOE), 
= (18,, 72), = 《— it Ex) 
因此 
(1) = — ith, Cit) aa ith, VE, € &, &€ 2 
(1) 

如 果 KEH, f= 1,2, AT LAOH, Bik. (Es 8》, 一 (&， 
BE = 0. REL, 

tH, CHL, "HCHE, (2) 
如 果 yE Hj, AF LIH QH AM, (im), m) =E, im @ 
m» = 0, MA, 
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tGHL)CH,, “HECIN,. (3) 
今 依 (1), (2), (3), 
HIC iHi, (4) 
Mil, CYHICHi. (82%: CO, >) 中 的 正 算 子 , 可 以 用 
CY 的 多 项 式 依 一 致 拓扑 逼近 ,从 而 HCH, FR CA), 便 
a tH CHEN iH}, 
HF (H, + iH,) 在 Ce, ha, 易 见 HA, Mil? =— {0}. 因此 
tH} = {0}. (5) 
Falk, ¢¢*H2, Ht), = {0}, BBAHLCH,. 再 依 (2), 
H: = {0}. (6) 
1) & (6), CH A), 一 0， 因 此 
1H, Cit, (7) 
又 依 (5), (2), (7), t =H CHEN int, WEF (H: +H) 
te, tha, a weniHi = {0}, Bll, «= 0. 从 而 ， cE, 
EDE) = 9, VRE, BE G., MIM E— 0, TE, 
引 理 14.11 设 M; CO; PABME E HW vN 代数 , j=l, 
2, WY (M, M:Y = Mi Q Mi. 
证 , 记 M = M@M., N= MOM» BRA MCN’. 由 
于 = EOE, 是 要 的 循环 和 失 , 依 引 理 1.4.9, AMIE 
MET INE =O. 
记 H; = (M;hEn 7= 1,2. BAR HQHICM,E. #3% 1.4.9 
用 于 Mj; 及 Nj 二 Mi, WE A, (Mi) = i MG» 
了 一 1, 2。 FE 
Hi@Ht = (Mi), BOM ME. 
从 而 只 须 证 明 
HOH, + iHi@Hi = H OH. 
依 引 理 1.4.10,。 只 要 证 明 (H; + iH) PR. ij 一 1,2. 注 
$ (H; + iHi) = OF) + iMa EDM; {E E; EM, 的 循 


«31 * 


WA, Ait, (H; + 区)) EH pA, fH 1,2. 证 毕 . 

定理 14.12 ik Mi 是 OE; 中 的 vN RR, i= 1,2, W 
(M, @ MY = MQM). 

和 证。 对 和 任意 男 定 的 天 6 如; ， 命 六 为 eC BME 上 的 投 
影 ， KH; = P in Ni 一 MiP, WN BO PAAR E WN 
vN FRR, 二 1,2, R51 1.411, 

(ON 一 MON 

id P 一 rD CE EO, NHK. OH, 上 的 投影 ， 

并 且 PEMIOM:, 及 
(MDMP = NON,, PC(MIOM DP = NON, 

设 a €(Mi@M2Y, bECMIQM Y. MF P EMOM: 所 

以 

Php’ 一 bp E (MIOMLY P = (P'(Mi@M DPY 

= (NINY = Ni@N,, 
又 由 于 *’ € MI 加 MiC(M 加 M;) ,所 以 
P'ap EP'(M: OMY P = (MBM)P'Y = (NGN,). 
从 而 pap’ 与 Psp 交换。 I EK EOE, FE 
(abE, E) = (P'ap - p’bP'E, E) 
= (p’bp’ + prap'k, E) = (bak, E), 

Bp 

(abi DS, ERQE (bak, OE, EOE), VE E FH, B E 
Mili, ab = ba, Ya € (M,OM:Y, bECMI®OM:Y. HE. (M8 
MX CM1QM; 但 反 包含 关系 是 显然 的 ， 所以，(M1@M23)' = 
MDM. 证 毕 . ， 

E1413 AM: 是 此 PHN 代数 ，Z; 是 Mi 的 中 心 ， 
i=1,2, 则 Z= ZZ, ZEZE M = MBM 的 中 心 . 特 
别 地 ,因子 的 张 量 积 仍然 是 因子 ， 
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证 。 显 然 ZZ 加 Zi:C2。 B-HH. ZCMQM:CMQ 
BV), 同样 ZCMiORCE,). S hi H1.4.8, ZCZ,@ 
| BUS), AREA 1412,2’CZ'@Cl,, 同样 证 明 z’>C1,@ 
Za Kk, 272 Z16Z3, Z= Z"CZ,OZ,. Ml, Z 一 ZZ. 
证 毕 . 

命题 1.4.14 设 M;, N; BS: PN 代数 ,i 一 1,2、 则 

((M,8M2) UNBN)” = (MUN) B(M: UN)”, 

(MOMAN (NON) = (MANDO M: NN. 

证 。 第 一 个 等 式 由 vN 代数 张 量 积 的 定义 立 见 。 同样 有 

((M19M3) UCNI@N3))” = (MIUN Y OCM UNY”. 
再 用 定理 1.4.12, 即 得 到 第 二 个 等 式 ， 证 毕 ， 


注 本 地 见 参考 文献 [10], [72]; [74]; L88]; [96], [97]; [218], 
[122], 


$5, 投影 的 比较 与 中 心材 盖 


定义 所 5.1 ME OF A VN Tt, 2s g 是 好 的 投影 ， 如 
果 存 在 好 的 部 分 等 距 元 >， 使 得 p= rv, q= ort, WES 
4 (EMPEZE, 记 作 pog 如 果 有 对 的 投影 aq, E 
得 P~ 9， 则 记 以 esq. 

BM, NÆ Æ, A 中 的 YN 代数 ，、M 与 N 称 为 * 同 构 的 ， 
指 存在 必 到 N 上 的 一 一 线性 上 映 象 , 它 并 保持 r* 运 算 与 乘法 ;M 与 N 
MAS * AWA BEE CF 到 Of 上 的 西 算 子 ,使 得 

uMu* =N, 

命题 1.5.2 EME 中 的 vN 代数 ， 

1) iP, 是 M 的 投影 , 并且 P ~q, WP 中 的 vN 代数 
Mp, Mp 分 别 空间 # WT 4 多 中 的 YN 代数 Ma Mas 

2) kip}, iat} 是 M 的 两 族 相互 直 交 的 投影 , 且 pi ~ qo 


» 33 « 


Vi, MW r= Sa~ a= da 
1 t 


3) 设 ek M, PE Ha LURE, TE OO Bl a 
上 的 投影 , 则 p ~ g; 

4) 设 ?, g 是 对 的 投影 ,出 

Cp — inf {P, 1 — g}) ~ Cq — inf{q,1 — 7?)), 
(sup{P, q} 一 4) ~ C — inf lp, gh). 

证 , 1) p= oF, g= vo*, Mv Bel Ag 上 的 西 

算 子 :并且 
vpapv* = gag, va'py™ = a'g, VaE M, EM’; 
2) È Pi = vlon p= vw, Yh & 了 一 2 Rl P= 


yw, g = vv"; 


3) 由 命题 1.3.4 37 Ls 
4) 由 于 
p = (gq — inf{g, 1 — P/E, 
P = (Pinflp, 1 GQ 
及 (pg9)* = ge, Ask, (g — int{g, 1 — PHY ~ (p — inf fp, 1- 
qh). 如 果 记 和 = 1 一 9， 于 是 
oe 4} 一 ?一 sup{l 一 qs P} 一 《1 — qa) 
= qp — inffa, 1 一 如 一 npa inf{?, 1 — g} 
= p — inf{P, q}. l E, 
BHM 15.3 设 P, 4q 是 vN 代数 M 的 投影 , HA PSq, SP, 
则 ¢~ g. 
证 . 设 P~ gq 所 4，49 ~ 训导 pp. 将 后 一 式 限 于 9,， 则 得 到 
qg ~ hRS A, 从 而 
PP, > Prs EA Pa. 
再 将 关系 P~ Pp, 限于 Pis 则 有 
PP 之 Pis P~ Pio Pr ~ Pray 
把 关系 Pi ~ Ps 限于 Pis 又 有 pi ~ Pep SPs 如 此 继续 ， 可 以 得 
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到 ? >p, > n>- “， 并 且 
P= h~ ha~ v.. ~ Py wr ety Pi ~ Py ~ sas ~ Pina ~ oe, 
如 果 命 Pn 一 Uhun, Pays = Unta n= 0, 1,2,1, ARERR 
法 ,将 有 
Pari 一 【《gn 岂 si) 有 (oo )， 由 ss = CnP) nbn) o Vn, 

于 是 ,ps — Pass = Cen (Pe 一 Pa) ta Pn — Pots) 以 及 

Cu Pn 一 Por) ups — Pnr)" = tal Pa — Posilus 

= Para Parse 

Bp 
(Pe 一 Pari) ~ (Pasa 一 Pors)s Wa. 
今 注意 


p= Kro — p) Dp — Pa) | |@… ‘Dint{psl|n = 0, 1,11}, 
Pa = (Pr — Pa) P Ca — Ps) | le. :Binf{lp,|n = 1, 2e}, 


依 命题 15 了 可 兄 M p~p. Ha~g¢ Abt, ~ 9。 证 毕 . 

em 1.5.4 AME oC 中 的 YN RK Ps cee 则 
存在 对 的 中 心 投 影 x, 使 得 

pezqz, PC — 2) Sq(t — z), 

特别 地 ,因子 的 任意 两 个 投影 是 可 以 比较 的 , 

HE. 设 c), e(a) DWE Z 到 iMr], IMa] 上 
的 投影 ,显然 Q), c(4) EMNM', clo) >P, A7) >q. 

如 果 clp)jc《9)==0, 取 z= 一 clp) 即 可 ,所 以 可 设 c@)e(q) = 0, 
由 于 M 是 其 西元 全 体 的 线性 包 ， 因 此 必 有 对 的 西元 s, v, 使得 
PO <0, KEP, O 分 别 是 OF 到 up, og 上 的 投影 F 
然 ,通过 ap, p~ P; 通过 vg, g~O. Sig, k BHO 
到 POS, OP 上 的 投影 , 则 0 œg <P, 04 SO, 并 
E gak. BH PrP, q~ 2, BRA Os gap, IRAE 
J>» 使 得 & ~ A, 

依 Zorn 辅 理 ， 将 有 了 黄 族 相互 直 交 的 非 堆 投 影 极 大 族 {gi1}， 
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{hy}, 使 得 
gp hg gi~h, Yi. 


g= Dds. k= Dhn Wesp,4dq,gr~h. a= 
i 了 


P— 8g, qi 一 9g 一世， 由 于 族 let, {a} RAE, Cre) 一 
0， 这 里 el), (q) DBE 到 MP, CF), (Mae) 上 
的 投影 。 
最 后 取 = (A), Wl 
gz = qelqe + hz = hz ~ gz < Pz, 
PCL — 2) = peA — 2) + gO — 2) 
= g(1 — 2) ~ ACE — z) A — 2), 


证 毕 . 
注 ， 本 定理 称 为 投影 比较 定理 ,以 后 我 们 将 经 常 使 用 它 ， 
命题 1.5.5 MENIK, b, g 是 对 的 投影 . 
1) 存在 对 的 中 心 投影 z, 使 得 
Pesqz, (1 — P)O — 2) SU — 2) — 2); 
2) 存在 对 的 中 心 投影 x1, 2. 5, 它们 相互 直 交 。 和 为 1， 使 
得 : 图 如 果 太 的 中 心 投影 z< zs DW pz ~ qz; © MRM RAF 
SPORE z<, W pz Sez, HH pzxqz; © 如 果 对 的 非 
SHURE z 委 2, W geSpz, HHA gztpz. 
1. 1) KEM 1.5.4, 有 MM 的 中 心 投影 z, 使 得 
zinf{p, 1 — g}Szinf{i — P, g}, (1) 
《1 — z)inf{1 — P, q} SC — #)inf{p, 1 — q}, (2) 
也 命题 1.5.2, 我们 也 有 | 
(zp — zinf{p, 1 — 4}) ~ (zg — z inf{g, 1 — P}), (3) 
(A — 2) — pe) — (~— 2)inf{l—?,9)) ~ ((1— 2) 
《1 一 人) 一 (1 一 z)inf{l — q, PP). (4) 
考虑 (1) + (3), (2)4+ G), WA 
ePSzq, (1 — 2)(1 — PSC — 21 — ga); 
2) th Zon 辅 理 , 存 在 好 的 相互 直 交 的 中 心 投影 极 大 族 tz}, 
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使 得 Pz, ~ Gis Vi, 命 Z = ` Zl» BAe, Pz ~ 9%. 今 


iM SAUDER 2, 使 得 pz ~ gs. BRE, BA PO 一 2)~ 
qe(1— z). 但 是 ，z(1 — a2, = 0, Yi, ATIK !z 的 极 大 
te, za, Bl 2, 是 使 得 pz ~ gz 的 最 大 中 心 投影 。 

SEN 代数 M(1 oa 21) 中 ,对 投影 P-a) 与 q — s) 
使 用 定理 1.5.4, BUS ATE. 

定理 1.5.6 设 {Aha 是 YN 代数 M 的 相互 直 交 的 投影 族 ， 
并 且 


>> = 1, Pp ~ Prs Wil, 


en 


则 对 空间 # 局 构 于 M OBCA), 这 里 dmx = "I, if 名 一 名 
vi, 


证 ， 设 寻 的 作用 空间 是 OO, L 一 PO, pot, Pi=viv?， 
Vi, 于是, 用 ig} 可 以 定义 一 个 由 你 = Doe: 到 LOK 
EWR, RE Of, 一 p26 ， V1。 在 这 个 同 构 下 ,把 好 ”与 
LOK SAEK. 
对 任意 的 acM, EM’, 1,1 él 
ay = tev € Mps 
sy = tag = of epa’ = ma't, 
依 引 理 1.4.5 与 命题 1.4.8 可 见 
MCM DB(A), MCMDCIw 
再 由 定理 1.4.12， M =MOBCH). WE. 
定义 15.7 EME OF 中 的 vN RE P EMR, i oO 
到 [MP] 上 的 投影 为 c). 显然 <Cp)E MIM’, MEH 
名 的 [在 邓 中 的 ) 中 心 覆盖 。 
命题 1.5.8 HME 多 中 的 YN 代数 . 
1) 如 果 乡 是 好 的 投影 则 “Co 是 四 的 包含 的 最 小 中 心 投 
影 ,并 且 
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cle) = supla g EMERE. H~P} 


2) 如 果 r, EMRK, P Sq M clp) <el). 特别 
上 地, 如果 r~g, W clp) = elg) 
3) 设 {pi} EM AREK, P= sup Pi» 旭 c) = sup c(Pr)3 


4) MR p 是 邓 的 投影 ，z 是 好 的 中 心 投影 ， 则 ze) = ce 
(Pz); 

5) 如 果 p,q EMBERS IA, 2 >g, 则 4 在 vN RRM, 
中 的 中 心 覆 盖 是 Pela). | 

iE. 2) 设 p= v*v，。vv* Sq, TE 

epee = [Mer CIM CIM GE ] = (gh 
BUD cle) < clq). 

1) 设 z 是 对 的 中 心 投 影 ， 且 z>p, DBR, zap = apt, 
Vace M, ES, Alt, z> c0), McC) BMHAA PH 
最 小 中 心 投影 

441), Cp) > suplqlq~ P} 为 证 两 者 相同 ， 只 须 证 明 
supiqla~ P} 是 村 的 中 心 投 影 。 但 不 难 见 , 它 与 机 的 任何 西元 交 
换 ,因此 它 是 MM 的 中 心 投 影 ; 

3) AL clp) 之 sup c(h) >p, sup c(?;) 也 是 好 的 中 心 


HK). c= sup c(t) 


4) 由 zel) OO" = [MPE] = [MzP] = cep) 立 
见 ; 

5) 由 Mpap Z] = [PMG] = PIM q] = be (gq) Æ 
立 见 . wE. 

命题 1.5.9 设 p,g 是 vN 代数 MH 的 投影 则 下 询 条 件 是 相互 
等 价 的 1) e(a) 0; 2) PMg {0}; 3) FE Oe AS 
Ps 09g, 而 P~ qe 

证， 如果 PMg = (0), 则 IMPOETIT Mee), BB cQ) 
c(a) = 0. ZiR cC)ce(q) = 9, W 


ea 38. 


Paq = Pe(p)age(q) = page(p)ce(q) = 0, Vat M, 
因此 , 1) 与 2) 是 等 价 的 . 

在 定理 1.5.4 的 证 明 中 ,我们 实际 上 已 指出 由 1) 可 以 推导 
3). 

今 设 3) 成 立 ; 于 是 = c(h.) = (qa) 0, HA xc(Cp)， 
z< cla), Mil cela) x 0. 证 毕 . 

命题 1.5.10 ik PN RAMA MK a’ 一 ap 是 对 
到 M'e bA 同 构 , 当 且 仅 当 ，c(z) = 1, 

证 ， 必 要 性 。 1 一 c(p)€ M', 并且 (1 一 cf 六 一 0。 由 
于 是 同 构 , 因 此 c(p) = 1. 

”充分 性 设 ee M， 并 且 a 一 0， Mit «Me = lo, B 
a'c(p) = a = 0, TER, 

注 . 如 果 绢 是 对 的 任意 非 零 投影 ， 依 上 面 命题 可见 ，ap 一 
a'c(p) 是 M'P 到 M'clp) LESER. RH, 4M EARTH, 
M'p 5 M' * jal. 

注 本 节 见 参考 文献 [21], 155], [74]. 


4 6. Kaplansky 向 密 性 定理 


定 现 1.6.1 设 M,N 都 是 BCE) 的 x 子 代数 ,NCM, 并 
且 m 在 邓 中 是 弱 算 子午 的 ， W (w) Æ CM), 中 是 rB(Æ), 
TCH )) BN, 这 里 (Nh, (M) HEN, M 的 单位 球 《 依 范 
Me). 

证 . HT *GREBRTERM, Wil. N; EM, PRE 
HITRA ZE N. M: DHE N M 的 自 伴 元 全 体 . 依 命题 1.2.9， 
N, 在 M, 中 是 强 算 子 釉 的 . l 

我 们 无 站 假定 M ，N 都 是 依 一 致 拓扑 闭 的 。 对 任意 的 a = 
a*E (Mhs Q a= a(l + G — a), FE EM, #H. 
a = a(d 十 a”) SIN, 中 的 网 Bho’, & b= 2b + 
o?y*, WY b = b7 ECN) Vi. RRRA 
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b eF 
4 a, 


事实 上 ， 
a —a)= (1+ 87)"1 801 + a”) 
一 《1 十 bP JG +a?) 
= (1 +o (ba) + a?) 
二 (+ ob — bpa C + oa) 
= (1 + bP; — a’) C1 + 07) 
+ ba — ba, 
4 


RAF 


由 于 62a, oil <1, WU HDI Y ts be 
a。 这 说 明 (Ni) Æ (Ma) 中 是 强 算 子 筒 的 .。 
如 果 在 LOH hw 


人 
] == 
G3 a, 


b, b 
Ns (全 plaen, i<i< a}, 
3 4 1 


则 同样 有 (NP) EMP) PERS TAD. 今 对 于 任意 的 a€ 


(M), 
A . 人 H € (MP). 


a* 0 


acM, 1<i<at, 


FHA (ND), RR 
BP BSS gas (0 4 
Ge pC i 
特别 地 ，{5 引 hCGN) 及 pa. Bik, (N) ECM), 中 是 
TR. 再 依 命 题 1.2.8，(N) Æ (M) 中 也是 r(B(), 
T(8C)) FAW. EH. 
Z162 WME BOS) 的 # 子 代数 , 则 好 的 弱 算 子 闵 包 与 
其 r(B(H), TÆ) 闭 包 相同 . 
X. 设 Me 是 好 的 弱 算 子 闭 包 ; 依 定理 1.3.9: 对 ”也 是 BOO) 
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的 * 子 代数 . BEM L61, ME Me 中 也 是 r( BC )， 
TCE)) Fay. iE. 

系 1.6.3 UME BCC) 的 * 子 代数 ,并 且 1EM, MPR 
条 件 相互 等 价 ， 1) MEN 代数 ; 2) ME oc BOC), TCE )) 
FAR; 3) (M) BRAT HM. 

证 ， 由 命题 1.2.8, 条件 2) SHE ME CBC), TCH )) 
H”, TERKA 1.6.2 及 定理 1.3.10。 可 见 条 件 1) 与 2) 是 等 价 
的 。 由 定理 1.2.4, 条 件 3) ENTM h 0 BCL), TCH) 
于 的 ”。 从 而 由 Krein-Smulian 定理 、 条 件 3) 可 以 推导 2).- 当然 
由 1) 可 以 得 到 3)。 证 毕 .. 

命题 1.6.4 设 M,N 是 BOE) We FRE, 并 且 依 一 致 拓 
站 是 闭 的 ，NCM 以 及 N 在 M 中 是 器 算 子 称 的 , 则 (Ns) E (Mah 
PERATA, UE (Ni) Æ (Me) 中 是 强 算 子 稠 的 ， 这 里 
No, M, 分别 是 NN, M 的 正 元 全 体 ， 

证 . 已 在 定理 1.6.1 中 指出 (Ns) E (M:i), PEART A 
的 。 

今 设 ac (Miho TEREM (DICOM 使 得 ba, 
命 
t OMS S15 
0, -—-1<s1<0, 

于 是 Ka) = a, (ONE), YL SRI, 1) 上 的 多 项 式 
列 {Po}, 使 得 
P,(0) = 0, Wa, max [AO — Pale) | > 0, 
FEWER EEX, 有 
CGB)E — oF] = ISDE — Cai l 
< UA 一 P(e ule} + fCa) — Pala EN 
+ IOC) — Pala) Ell. 


HI, ha ERB. 
命题 1.6.5 设 M; 是 X, HAS vN 代数 ， VIE Ay 则 
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Ke) = { 


Sem, = {Ca realas€ Mi, VIE ALA sup lall < co} 是 C= 
iés 


DD, 中 的 vN 代数 。 


这 由 系 1.6.3 立 见 ， 
注 本 节 见 参考 文献 [56]。 


$7, Æ M 


命题 1.7.1 BME ES 中 的 vN 代数 ,3 是 M 的 of BCH), 
T(E) 闭 的 左 ( 右 ) 理 想 ， 则 存在 M 的 唯一 投影 ,使 得 3 一 
MM 多 一 pM)。 特别 地 9 也 是 弱 算 子 闭 的 。 debs MR IEM 
BCH), TCH )) FRM, WAM AEP DEE x， 
使 得 o= Me, 从 而 3 对 * 运 算 也 是 封 门 的 ， 

证 . ROEM c- HEB. FEM = 99" EMH o- 
x FRR. RA 1.6.2, MhEBAT AN. KEM 1.3.9, MA 
AP. BR, MPCS. 反之 , ak 893， 极 分 解 a 一 wh, & 
I-k = (ata) EM, M APA. Mik, a= whp = ope MP, 
所 以 ，3 = MP, 

今 设 另 有 邓 的 投影 9， 使 得 3 一 MP = Mq. 于 是 ,? = Pg， 
pP* = p = qP, P = gpg. 同样 证 明 gr, PIL. P= 4. 

最 后 设 3 还 是 双 便 的 . 依 前 面 的 讨论 ;有 邓 的 投影 ¢. ER 

3 一 Mb 一 4M。 

于 是 有 «,6€M, E 4 一 ab P= gh. Mit, g= gp 二 上 了. 
W z=p=q4, We=Mz=—2M, 今 对 于 任意 的 ceM。 存 
FE dc € M, (E c3 = zd, ze = ez, FE, cz = 202 = 20, 
即 zeM Bhò., IE. . 

注 . 如果 对 是 因 了 于, 可 元 村 的 任 瘟 非 零 双 侧 理想 必 在 {中 e- 
AA. 


1) 以 后 有 时 简 记 YN 代数 中 的 OCB ED, TCD) 拓 补 为 2- 拓 扑 


命题 1.7.2 WE 8 是 vN RRMA, Wen eee 
Ss 8 是 其 正 元 全 体 的 线性 包 ; 又 若 Sae 5”, WAR a, Frea 
C3+， 使 得 


o = lim È, a = >) an 


这 里 5* 是 3 的 弱 算 子 闭 包 ，9; 一 9 WETA, FE AAR 
子 集 , 依 包含 关系 成 为 定向 指标 ， 

证 . 设 5€9， 极 分 角 5 二 wih， 从 和 而， 二 w*5E9。 进 
Tr, 6*=Aw*€ 9, 即 93 对 于 * 运 算是 封闭 的 . 

设 二 AES, BEYA RE p,qE M， 使 得 ph >, 
48 所 0 及 PP 十 4 二 1， 因此 ,3 是 其 正 元 全 体 的 线性 包 。 

今 设 0 a€ 5”, fr lathes ES. 的 极 大 族 , 使 得 对 4 的 性 
春 有 限 子 集 王 ， 有 Dy Sa. 依 命题 1.2.10， 


sup 2, a = (BAT) 一 im >, aE 5”, 


IER as Rb=a— a, 
依 命题 1.7.1， 有 和 一 Mz， 这 里 > 是 好 的 中 心 投影 。 依 定 理 
有 网 {baco 使 得 
loll, Ve, be, 
从 而 2,0 Be, 
如 果 6350, WAFER, 使 得 OO SO, AOS 
bY?7-hV2200, HH c 一 bbb*。， 无 妨 设 O<c<1, PALL, Bcd 
b. 并 且 显 然 BYcbw€ 9， 这 将 与 lobes 的 极 大 性 相 矛 盾 。 所 
以 ,5 一 0, 即 a= Dia 证 毕 . 


命题 1.7.3 EME RN REO ZER Hd, (4 |1< 
i, fp SaM, [tyll Sij SaM, NEE eE 


1) DS tiv = 0, 1&i j Gay 


*=1 
2) 存在 {all Sij Rae, 使 得 
4 436 


> tity = 05 >> titi = tis i 
k=1 ket . 
证 .让 2) 推导 1) 是 显然 的 。 
今 设 1) 成 立 . 命 .9Y 是 + HERD Hilbert 空间 ,于 是 
t= (ficiijics E MOBI)» 
ee i estas E M’@BCH), 
= 
9 = {x'|x’€ MOBO), tx’ = 0}, 
显然 9 是 MOBO) 的 m- 闭 右 理想 ， 依 命题 1.7.1, 有 M'O 
BC.) 的 投影 e = (ehej 这 里 EM, Visi, 使 得 
9 = r (M'QBCH )). 
对 任意 的 a'€ M’, x8, 
t(a’@Q1)x' = (a B11)x’ = 0, 
Rit, WIDI. 特别 地 , OLE, WR, z'eo) 
z 一 《a'@1)z'.。 进而 (BL = rD), MU, zya 
ogis Va'€ M', RE 2362, Wi, jf. 
由 于 2’€ 9’, Ak, 2’ = 0, BD 
Wy lSi,jSa, 
k= 
HRL, e = 0, M, rEg, gr =r, BE 


nw 
Sty = is ISi jsa, 
t=1 


证 毕 ， 
注 本 节 见 参考 文献 [21]，[1031, 


$8. EWEA 


定义 1.8.1 MEZ 中 的 vN 代数 ,PP 是 M 上 的 线性 泛 函 ， 
PRAE., CE q 之 0， 指 对 任意 的 a。€ M, 《二 M HERE 
e4ts ; 


tk). 有 pla) > 0, : 

M LAR <p, Meo. 此 外 ,MM 上 的 正 
泛 吸 P 称 为 忠实 的 , HG se My, EE ple) 一 0, Wj 一 0. 

显然 ,如果 pSo, Mi pla*) 一 pla), Vat M， 并 且 有 
Schwartz 不 等 式 

p(b*a)|? < plata) p(b*s), Wa, bE M, 

由 此 可 证 lel = gC). 

定义 1.8.2 syN 代数 好 上 的 正 泛 函 申 称 为 正规 的 ， 指 对 于 M+ 
的 任意 有 界 递增 两 {u} 有 

sup pCa) = plsup a), 

PRY EMA, 指 它 是 正规 正 泛 函 , A p¢)=1. . 

定义 1.8.3 vN 代数 M EDER 9 称 为 全 可 加 的 ， 指 对 于 
M 的 任意 相互 直 交 的 投影 族 {p) 有 o(D r) = Sod. 


5118.4 kp, 4 是 M 上 的 全 可 加 正 泛 冰 ，? 是 M 的 非 零 
投影 ,使 得 p) 委 Cp)， 则 存在 的 非 零 投影 <P, 满足 “ 
ple) Kha), Vale My, HA «<q, 

证 . 令 1 

= [K a bee 是 对 的 相互 直 交 投影 族 ，0 关 4 <P, Vi, } 
HE elg) > oq), YE 

ELZ UEBRRRARE. WES 非 空 , 依 Zorn 辅 理 , Z AR 

大 元 (gje 令 = 24> HR Os gar, AT ey, oe 


可 加 、 因 而 Bla ela). 另 一 方面 ， ole) < oe), 因此 ， 
O%* 9 =P — EP, 今 设 r 是 MM 的 任意 投影 ， 并 且 r&g A 
(qr)ies 的 极 大 性 , 必 有 qlr) SO(r). 进而 ,如 果 ak Me HE 


i ; 
ag, BR a€ 9M4g， 从 而 可 写 o= i lden, 其 中 ce,€ gM q, 
Wa, 令 


a—1 k 
a, = >; > Cease 一 Chin)» 
A=0 ” 
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es ee pe ee 


则 oa.) < Mas), Oa, Zg, Vn, 由 此 ， 
plan) — pla), Plan) > pla). 
进而 p(s) < oa), 即 4 HARK. 

WRC 是 空 的 , 即 对 对 的 任意 投影 <P, A olr) < os). 
仿照 上 面 的 讨论 4 一 ” 即 为 所 求 。 证 毕 . 

命题 1.8.5 ”如果 9 是 WN RAM EMER, WER oC(M、 
Me) 连续 的 , 当 且 仅 当 ,9 是 全 可 加 的 。 

证 .必要 性 显然 。 今 设 9 是 全 可 加 的 , 及 (ghe EMMA 
互 直 交 的 投影 极 大 族 ,使 得 

Pq E Mes Wi, 

&q= Dy ts 我 们 说 0-9) € Me. PRE, 对 任意 的 ee M， 


lal <1 及 AARTE F, | 
|o- o(a Ja) <e («- > 4,) 


- (« (4 一 2 a) i 
由 于 O<a(g— Da) <o <1 及 是 全 可 加 的 ,因此 对 
ieF 
Hell <1, 一致 地 有 
gag) = limp (< 2 a) 一 2, elagi). 
Hilt, pleg) 在 好 的 任意 有 界 球 中 是 o(M, Ma) 连续 的 。 再 依 
命题 1.2.6， 民 .9)E Me. . 
今 只 须 证 明 4 一 1。 不然, & r=l—q0 于 是 可 以 取 
Fe OF (MM 的 作用 空间 ), 使 得 ply) SoC), 这 里 OO) = CE, 
Ee My. WIE 18.4, ZEMMAFSRE op, HS 
pla) < Aa), Vee Mys 并 且 a < go. 
如 果 acM, fell, H) qon*aqo Sg Att 
lplag) | < pp gaag) S pl) gatago) = pl )llagë P. 
这 表明 pgo) 在 加 的 单位 球 中 是 强 算 子 连续 的 ,因此 ,gp(* qo) € 
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Ms。 这 便 与 族 (abe, OAPI. Bg = 1. TE. 
定理 1.8.6 设 F 是 vN 代数 M 上 的 正 泛 函 ， 则 下 列 条 件 是 想 
互 等 价 的 : 1) ?是 o(M, My) 连续 的 ; 2) 9 是 正规 的 ; 3) P 
.命题 1.8.5 已 指出 1) 与 3) 是 等 价 的 ; 显然 由 2) 可 以 得 
a> 及 由 1) 可 以 得 到 2)。 TE. 
系 1.8.7 设 q, 由 是 M 上 的 正 泛 函 ,并 且 关山 XË ve 
Ma, DI OE My. 
BEL a} 是 MM: 的 任意 有 界 递增 网 ，。 一 upa, TE 


O<ed(a—a)<pla—a)>0, FU, oe) 一 Bm pla = 
sup pCa), Me EENM. WEE. l 


辣 题 1.8.8 设 中 是 vN RRM EMME, r= 
sup* {PlP 是 于 的 投影 ,并 且 ply) = 0}, W 
MP, — {a € M|pla*a) = 0}; plea) = (aps) = 0, Vee M, 
证 . it g = {a€ M|pla"s) = 0}, BLS BMAI CMMs) 
HERS, Milo 也 是 o(M, Ma) 闭 的 。 依 命题 1.7.1， 有 对 的 
投影 Pos 使 得 9 一 MP. 如 果 邓 的 投影 P, 使 得 plp) =0, F 
E, peo, WUA, P< po BIAHA P 一 加。 再 由 Schwartz 不 等 
式 , 可 见 plhpa) = p(aP,) = 0, Yace M, TE. 
定义 18.9 isp = 1 一 po， RAPHE. BR, CA 
性 质 
Psp) 一 9(or(9)) = w(sCp)as(y)) = pla), Vae M. 
命题 1.8.10 BPE YN RRM LAME MR, «€M,, 
使 得 g(a) = 0, Wh (palp) 二 0。 特别 地 , PHARM, SH 
M4, <p) 一 1 
it. 如果 xp)ar(p) 兰 0， 由 它 的 谱 分 解 ， 可 见 有 > oR 
邓 的 非 零 投影 上 <p), E1 12 < :ep)er(9)。 FÆ, p-e 
0, p <P = 1— p) PEFR. Alt. sCpas(p) = 0, H 
地 ,如 果 sl(q) = 1， 可 见 了 是 忠实 的 。 有 反之 ,如 果 了 是 忠实 和 的, 则 


« 47 o 


FIASRE pe M ,使 得 plp) = 0, Ak, sm = 1. 证 毕 . 
命题 1.8.11 设 peA, ME HAI WN RR, oC) = 
C-E, E) 《是 M 上 的 正规 正 泛 函 ), W sp) GO = ME, 
证 ， 设 是 MM 的 投影 , 则 pH 一 0 等 价 于 站 = 0, 亦 即 等 
价 于 pM’E= {0}. 由 此 即 得 证 
SIM EE CO 中 的 vN RRM, PEM LIES 
oy = {a€ M |gla*a) =0}, 
易 见 它 是 好 的 左 理想 。 又 命 
a> ap = a + Ip Vat M 
EVEHRESAMMERAREZSIA M/o, CWEK, HE 
M/9, LEM 
(aps bg) = p(b*a), Va, FEM, 
显然 , 它 将 是 内 积 。 对 /3。 依 此 完备 化 ,得 到 的 Hilbert 空间 记 作 
Ao 对 任意 的 EM, © 
tyla)by 一 {ab)p, VEEM, 
W x(a) 是 M/9, 到 M/9, ARERR, HFA 
læpla bpl? = p(b*a*ab) < llall*p(4*o) = all ts, tl. 
Alb, rla) 可 唯一 开拓 为 CF, HR < lal ane 
FRW nla). 于 是 ,我 们 得 到 
xp: M > BCE,), 
并 且 它 是 *#( 代 数 ) 同 态 , 即 
wha + pb) = Ina) + prolb), 
xolab) = xg argo), rolat) = rel a)*, 
Va,bEM, 24, BEC, 此 外 ， 
pla) = (x,(a}lys lp)» Yag M. 
这 里 1。 是 好 的 单位 元 1 在 M/8。 中 的 正则 映 象 . i 
定义 1.8.12 ZME N 代数 ,如 果 * 是 M 到 BC) 中 的 
#( 代 数 ) 同 态 ,这 里 OC 是 某 个 Hilbert 空间 , 则 称 {x, 90} 为 
MM 的 一 个 * 表 示 、 
DLE, STM LERWELE p， 我 们 可 以 得 到 对 的 
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+R be Oo}, HERAA BORA 1, CD zoCM)1。 
在 OF, 中 稠 )， 以 及 四 可 以 通过 x, 及 le RAER (A ple) = 
(xs(a)lsylsyyVae M). 我 们 称 这 样 的 构造 为 P 所 产生 的 GNS 
构造 ,在 第 二 章 中 ,还 将 进一步 讨论 它 。 

命题 1.8.13 设 M 是 OF 中 的 WN 代数 ,9 是 M 上 的 正规 正 泛 
His (aes Fp} EP PAM RA, W we(M) 是 OC, HM WN 
代数 ,并 且 xy È o( BCH), TY) — ABCE p) TH) 
ESRD, HINAR? RAL RIAD, W ls 也 是 mm(M) 的 循环 和 撩 ， 
并 且 r, 是 忠实 ( 即 一 一 ) 等 距 的 . | 

证 . 4 9 一 {a€ M1xs(a) = 0}， 星 然 , 它 是 M 的 双 侧 理 想 . 
进而 。 它 的 单位 球 是 强 * 算 子 闭 的 。 事实 上 ， 如 果 网 lulc, 
lall<1, Vi, a MN a 
ara， 于 是 

和 cs(o)2siP = pata) 一 im (bat a,b) 


= lim |l=,Ca;)beil’ = 0, 


VEM, 所 以 , a€o 

今 依 命题 1.2.8 及 1.7.1, 存在 要 的 中 心 投影 s, 使 得 

9 = M(l— z). 

从 而 , zo 是 Mz 到 (M) EERROR. 

我 们 说 xy 在 Mz 上 是 反 保 序 的 , 即 若 ac Me, EE rla) 
0, 则 o= 0, 事实 上 ， 由 于 tty 在 Mz 上 是 一 一 的 ,因此 ， a*=a, 
和 进而， 可 写 a 二 a4 一 4-, XB OS a,€ Me, H ss. 0, 
mea <0, hi) B= zola} 是 Ce 中 的 非 零 正 算 子 ， 因 此 有 
E E o 使 得 n= BYE 0, FE 

s (x(a) BE, BE) 3 一 lat? <0 

FAMA, a So. 

wo 在 Mz 上 也 是 等 距 的 ， 设 A= A* Ee Mz, H 

— hrl S zla) < Ilr A) Il 

zo(z) 一 1 及 zo 是 反 保 序 的 ,可见 一 lG SA S lell 
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hiasan Lo -一 


即 Wail < [x(a ate NAR = lela), VA = Ate Ma, 进 
而 ， 由 leladi = xpCa*a) 及 letal = lal, TARERE 
a€ Mz, Æ llall = læola)l. 

为 了 证 明 (M) 是 OF, 中 的 vN 代数 , RA 1.6.3, ARIE 
明 (M) 的 单位 球 在 OF, 中 是 弱 算 子 闭 的 。 设 (4}Cx,(M), 
l4i<1, Wi, E 434, KE-BMH, & 
ae Marala) = Arnal = [4] <1, Vi, 但 Me 的 单位 球 是 弱 
算 子 紧 的 , 必要 时 代 以 子 网 ， 可 设 asac Mz， 于 是 ， 

(Abes ce) = lim (x(a; )bes te) 一 limp(c*ab} 


S (x(a )bgs Cos 

Vb,ceM, rl, 4 = wea) € ra M ). 

关于 xy 的 o-o 连续 性 ， 依 命题 1.2.6， 只 须 验 证 =, 在 好 的 单 
位 球 上 是 弱 算 子 - 弱 算 子 连续 的 ,而 这 是 容易 的 。 

最 后 设 P 是 忠实 的 , 易 见 xy 是 忠实 的 ,从 而 是 等 距 的 。 令 P 
是 2。 到 而 (M7Y1。 上 的 投影 , 则 PEM)” = xM). 于 是 
有 对 的 唯一 投影 ?， 使 得 P= rl 4 p 一 了 ) = le 一 
Pil? = ICL P= 0, 所以, P 一 1。 证 毕 ， 

= 本 节 见 参考 文献 [16]，。[21], [97]. 


$9. 泛 函 的 极 分 解 与 直 交 分 解 


设 邓 是 CE 中 的 YN 代数，pE Me，ac M， 令 
(Rap)(b) 一 pha), (LÆNE) = plab), YEM, 

BR, Rp 5 Læ 仍然 < Ms。 

引 理 1.9.1 设 pe Ms, PEM, E (Rel = lels 
W p = Rop. 
证 . 无 妨 设 Ipl 一 1。 如 果 Ripped, BRE acM, 
lall G1, 使 得 (Ri-ppXa) = 8 > 0. 

由 于 M = (My)*; 因此 有 bEM, lll =], 使 得 (Rep) 


-Ai tote 


amen + 


Bue 


(4) = |R] = I。 注意 l 
lép + aCi — pY = 18p2* + Pall — p)o* <i + &, 
所 以 llsp + del 一刀 < 1+ 8， 另 一 方面 ， 
plop + dall— Pp)) = CRep)(d) + HR epa) = 14+ F, 
这 与 ipl = 1 WHR. EH 

KIR 1.9.2 ik JEM*, WRA aE Mi, lol Sl 使 得 
Ka) = lizi, W f> 0， 

TE. 取 06€ R, 使 得 Aia — ao, AF 1> lot et 
(1 一 a)l, 于 是 

Aa) + F — 0) = f(a + eP clm a) < Wifi 
所 以 , {O 一 a) = 0, BP 1(1) = f(a) = Ill. 

Sik bEM RNR (220. 无 妨 设 上 所 1 
上 = 1。 如 果 fC) = 二 4 十 ig， 这 里 4, wt R， 则 

>M -il> Ya e = (aay + we), 
因此 , 必 有 ASO, 另 一 方面 ,对 尾音 的 rER， 
SIR ee? = [lB + iri? [fC + ie)? Sw? + 2re + r 
大 此 , 必 有 w= 0. TE, 

TA 1.9.3 ik pe Ma, 则 存在 唯 -的 oF Me, oO 及 
MNS Ss s, 使 得 

p= Rw, v*v = w), 
RNA © = Rp, (oll = loll. 

证 ， 册 于 W=(M,)*, FE a€ M, llol<1, 使 得 pla) 一 
Nell. EDR ao* = ah, FA w= 二 Rep. 由 于 loll lell= 
alh) < lol}, Ast, Nell = hol, ##H5/H1.9.2, a20, Sid 
P= uu", 由 于 a= at, 

Rog < lol = glat) = (Rop)(s) < Reel. 
$51 1.9.1, p = R. Ai, p= Rw. HF Rrw 一 Rup 一 
o, 所 以 ，w*w 之 s(a), Sor v = uslo), WREN 1.8.9, BE 
p. = Rya, vy = (w), o = Rx, 


今 设 另 有 OSEM, 及 yeM， ÈE p= Ru, É 


* Sle 


2 2 = o) 易 见 也 有 o = Rop 及 lol = pl. 无 妨 设 
Jo 一 1。 于 是 ，1 一 or 人 1) 一 glv*) = oes), HALA 
o(e*y’) = 1, 另 一 方面 ， FA Schwartz RER, 

1 = wv to) S luto v te) <1, 
Sift, (Ceto —1)*(o'*» —1)) = 0。 再 由 Schwanz 不 等 式 ， 

见 w(b(e'*v —1)) = 0, YEM, BD 
wh) = p(bo’*) = w’'(b), YEM. 
fr P= v*y， 则 由 于 o= a, 
Copo) = seo’ Joso) = P. 

前 面 已 指出 oC 一 2*)(1 一 7)) 一 40， 从 而 依 命题 1.8.10, 

so — P*)C1 — P) o) 一 0. 
Alt Co) = po) =p, SHY u*v = sw) = sw) =p, 可 
A . 


vto" —e#)=0, (1) 
FRA v*v = slw) = p* = p*v', 可 见 > g 
(vy' — 7) = 0, (2) 


由 (1) 一 (2), 即 得 o =o, TE. 
定义 1.9.4 定理 1.9.3 HEA IE p= Rio, PR PCE Ma) 
的 极 分 解 ,其 中 心 称 为 史 的 绝对 值 ,' 有 时 记 以 o= |p. 
È. 如 果 M = BCS), pC) = ule Ma = TCH), K 


th re TCC), RD: =vh, 则 ?9 ae R.o, 而 oC = 


"CA. se 
会 题 1.9.5 设 pe Ms, 定义 Pa) = pla), Vac M, 
则 9* FE Ms. WME p= Ro 是 极 分 解 , 网 p* 的 极 分 解 是 $= 
Reb, ZE = Lep.. 
E. AM PSO, o= Reh, 及 toit=llol=lel—(p*ll, 
于 是 只 变 证 有 明 (4) =o, ROBMHRE, ZAPPER 
互 等 价 的 : pip 一 0; @ oltp) = 0; 国 s(o)z*por() 一 03; 
@v*pr 二 0; 加 加 一 0; @Pvv* = 0, 因此, so) = ee", 证 


= i a 


定义 19.6 (pD, (lol) DMR ole Me) WAL EF 
支持 ,也 记 为 ale), slp). 
_ BA, HPE CW q 二 pit, sip) =(P); 4opzd 
Is Cp) = sle) = sp). 
命题 13.7 设 pe M., Ml 
sp) = oy = inf {Pe M |p BRB, Lop =gh 
stp) = vv* = inf (PE M |p 是 投影 ,月 Rep = p}. 
这 里 p= Ryo 是 极 分 解 。 
EXE, PASH: @ L= p; 国 工 ra 一 oj OP Sslo)= 
skp). HERH ofp) 的 表达 式 。 另 者 同 证 之 . 
在 定义 1.9.6 PERS), vN RM LAY AIBA, 
H p= p". 显然 ,9 EBX MARHA, pCA)ER, VA 一 天 人 
M, ; ig 
EA 1.9.8 RME vN 代数 ，m 二 gp*€ Me, 则 存在 唯一 的 
Pts P-E Mas P+, 9-20, 使 得 
p = p — p- lol = Neel + lei. 
如 果 记 91 = Cp), g- = sCp.), WAA 
lel = p} + p-s q8- = 9, Sipi) = q +q- 
以 及 os Rea,- del 是 极 分 解 . 
. 设 p= R jel. P= Rx|p*i BRAM. HF 9 一 p* 
gegen 性 ,可见 v 一 z*。 于 是 可 写 
v = 4+ — G-. 
这 里 9+，4- 是 邓 的 投影 ,并 且 9+ + 4- = 二 0。 
由 于 Ciel) 一 v*v = q+ 十 4-， 所 以 
lpi = La, Ra, lol + La_Rs_lql 
+ La, Ra 191 + La Rapip! 
另 一 方面 , 依 命 题 1.9.5，|p*| = LR Jpj = lel, Bt 
Le,Ra_\¢ = Lg, Ra LR, \p| Ia La,Ry_\ols 
BA La, Ralo! = 0, A, Ls_Rs, ll =0, 从 而 
tg! aa La, Rall + La_Ra_lel 
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以 及 : , 
p= Rlp| = Li Rall ba La_Ra_\pl. 
如 果 记 p+ = Le,Re lols p- = La Ra lols 则 prp- € Mys 
并 且 prp- 290 以 及 
p = p, 一 9 lp] = p +p. ; 
依 定理 1.9.3， lel = Hell = lpia) = ipli + Ile. 紫外 ? 
显然 ，qp:(1 一 gq1) 一 0; 另 一 方面 ,如 果 好 的 投影 ?使 得 pl 
0, IW 19p|(grp9+) = 0, sClelqsPqisClpl) = 9, grpq+ = 0, 
fg, = 0, MB PSI ga Ab. sp) =q. 同 证 s(e= 
gaa 
今 设 Pie PE Mas Pis Gr = 0, 也 使 得 
P= — Gs lel = Hell + lgl. 
于 是 , lps ll = plg) S 有 (9+)》 < Nall, 同样 ，llp- I 一 一 (4-) 
<(q-) < liell. 因此 . 
lp = plg) = lel = p1), 
le-ti ='p.Cq_-) = lgl = p). 
从 而 
(P) SE g hm) Sg- slp) + (qa) = 0。 
现在 我 们 也 有 i 
P = Rigo- seppa + Pa)» 
依 极 分 解 的 唯一 性 , 便 有 
SPY — (P) = qi 9 At = Pr F Po 
但 q+- q- = S(p) Cp) = 0, Abs gi = (pds 9- = a 
HEM» 
Pi = Lacey (Gi + p) = La (oe + P) = Pi = Pe 
H199 M 上 任何 的 o- 连 续 线 性 泛 函 必 为 正规 的 正 泛 函 的 
REM. 
定义 1.9.10 如 果 p= ote Mss, 我们 把 定理 1.9.8 中 所 说 
的 唯一 分 解 : p= p+ 一 -> lel = lol 十 和 -i G+. 9-€ Mes 
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Pr P- 0, MH RI) P 的 直 交 分 解 . 
注 ADWMBSAXM [45]; 192], [97}, [121]. 


§10.. Radon-Nikodym 定理 ， 


引 理 1.19.1 设 N 是 Hilbert 空间 多 中 的 vN [代数 ， 并 且 有 

WAR ENE EX RALE 
pla) = (aE, Ẹ), Wae N, 
如 果 中 是 上 的 正 泛 函 ， FA Pag, ie EN, 
srs, 生得 
PCa) = La E, ED, Wa N, 
证 。 在 .26 的 稠 子 空 间 NE 上 定义 
[at, BE] = pta), Ya, hEN, 
HT b<—, AW | [og,58]| S lla Etib El, Vo, b EN, AK, 
存在 唯一 的 “6e BCC), ER 
[a E, DE] = pEb*a) = (t'ab, bE), Wa, bEN 

HF 0<¢<, Alt, 9S" 1 又 由 于 : … 

rabk, cE) = petab) = p(Ca*c)*b) = (arbE, cB), 
Va, 5,c€N, 可 见 VEN’, TH, 

3| 1.102 Bo, p 是 WN 代数 N 上 的 正 泛 函 、 并 且 有 
a€N, 使 得 Pi = Ripo, pi Pı < alles. 

3. id Parr = R Qo, 2 = 0, 1 对 任意 的 . LEN; 

0 < pb) = PE Ba) S ph paba) 

但 pb) = pba) = pilab) = po laba) > 0, WE vr > 0 
R0<9(4)<s Po bp lb. 再 对 p: 施用 前 面 的 方法 ，…， 
一 般 可 见 
0< pb) < po ORE po <p 


. (all CI}poll 1511" ; 
WhEN, En, & n> +o, HE p, < fallen EE. 
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EM 1.10.3 MEO 中 的 只 代数 ，qp, EMs HE 

p >ez 0, WEE heM, 04401, HB 
pCa) = pirat), Vae M. 

证 。 先 设 sp) 1. MOEM RA Ire, Ho}. W 
命题 1.8.13, N 一 me(M) E Ce, PAM x AAR WN 代数 . 

由 于 M 与 Nx* 同 构 , 用 引 理 1.10.1 FN, 可见 有 EN, 0 
“<1, 使 得 | 

pla) = Croat les tles Va€ M. 

今 定义 NM' EAE: g(a) = (a'lo, le), Ve EN 及 中 一 
Rep. 依 定 理 1.9.3， 极 分 解 6 = Rw’, FH o 一 Retep 
依 引 理 1.10.2 - 

w S jorhe 入 wo 
再 依 引 理 1.10.1, 有 me M, 使 得 . 
0S <1, wla) = np(to)a'ly, lps Ya' € N's 
于 是 由 o = Ry xy 9’, 
Campli) les l) = Ca's t bgs lps YoeeEN . 
依 命题 1.8.13，lv 也 是 N' PMR, A, . 
mgltghle = v't lg. =- 0 
1), 
Cat lps le) 一 由 Ce) = (Rew')(a’) = (Rete p’ Ca’) 
= la'v'v "tles lo) = Ca'v'talto lgs leds 
Woa’E N’, 因此 ， 
le = vzet) le. l (2) 
FH (1), (2), 对 任意 的 aE M, | 
pla) = {xp(a)t'lse, t'le> 
= (xpla)o'xp( to) 1p, rle) 
= (rela )rolto) le, v*tlo) 
= (nel a)}xe(to) les Roto) le) 
= plisat). 
因此 , 当 s(o) = 1 时 ,定理 得 到 证 明 。 
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今 考虑 一 般 的 p，。， 记 8 二 必 q), N=PMPL 限于 vN 代数 
N, PERL, HALA p >o., WARE, 存在 ne M; 
Snr, E 

pLa) = pCtoaty)s Wae N, 
显然 P= sp) = sb), FRMERA oe M, 
O(a) = ppap) = ploPalts) = platy). 

证 毕 ， 

定理 1.10.4 设 M 是 vN 代数 ，p， PE My, HA p240, 
Ma 是 复数 ， 且 Rea >t: WHE £4€M, OSS, EA 


pla) = Ap(ha) + Iplah)s Vae M. 
此 外 ,如 果 平 是 忠实 的 , 则 上 是 唯一 的 . 
i, AF (4€M|9<A<1} BMA o(M, M4) KOF 
， 集 ,因此 ， l | 
SY ={iglh-) + ipl lhe M, OSASI) 
是 Ms 的 oCM*,M) ROTE. 如果 YRS, ROBBER, F 
在 a 一 a*€EM 及 weR, EA 
pba) > p> Ka), VIEL, 
Ba~a,—a_, XB a, a € M}, a+ 4- = 0, RMI 
BP, 使 得 pa; = o4, Pa. 一 0。 于 是 
per) > w= Appa) + Ag(aP) 一 2Rea pCa.) I plas), 
这 与 pS WIR. Bh, peZ. O | 
MR? AERA ARR AINRERR AS 
(2 + AXA RF = [AACA — R) + BA — kY] 
— [ARG — k) + ICh — kR], 
W, p(t -9 =0, Hi, k= TE, 
命题 1.10.5 RME A 中 的 NRA PEM EL o(M, My) 
(HERAT, 或 者 强 算 子 ) ÆA ZE, MOH BM 
BCH) 上 ABCH), TCH )) RABAT. 或 者 强 算 子 ) 连 
BHR +, AA lel = lel. .此 外 ,如果 p So, Wiha 
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HL p > 0, 
w, BROS PE Mie. 由 于 M, = T(E Mı, 于 是 
A r=" ET), EA 
pla) = trta), Wae M, 
分 解 1 二 — ts RE tt RARER T, 并且 4+ = 0. 
于 是 
tr(tra) 之 pla), Wat M4, 
REM 1.10.3, A LEM, OMA <l, HR 
pla) = trCtitoah) = trCi4ha)s Wae M, 

fr $C， ) = loth >), BE BCH) EA of BCH), TÆ) 
连续 泛 函 ,显然 由 是 9 HAHA ob So, KS, lel = p0) 一 
$1) = ildi. l 

对 于 一 般 的 p& M，， BOR p 一 六 oo， 依 上 一 段 的 讨论 ， 
有 BCH) 上 的 of BOOP), TCH) SEZA: HB 
gla =v, fell = lel = lol. Si 中 一 Rg, 则 它 是 PF 的 开拓 ， 
At, lel> lel BH, lol < lellei s< ipl, Bk. 
iei = lel. 

当下 是 弱 ( 或 强 ) 算 子 连续 时 MLK RIRA 
证 明 , 存 在 ve FCO), 使 得 pla) = ules), Yace M. 

如 果 中 是 弱 算 子 连续 的 ,于 是 有 0 RBA TBM U=UCO, 
和 1) 一 {a€ M |ltak;, ni)1 <1,1<i<x}, 
使 得 lpCa)| <1, Vee UL 定义 BCH) 上 的 拟 范 数 


P) = > [Eini }l WEE BOL), 


则 lpCa)| < P(e), Woe M, K Hahn-Banach EH, pẹ 可 开拓 
为 BCS) ERR p, HEll < PC), Woe BCH). 
于 是 ,由 也 是 弱 算 子 连续 的 。 依 命题 1.2.7， 有 ve FC), 使 得 
f(b) ee tr(ov), Ve BCS). 特别 地 ， pla) = ursa), Vat 
M., : 
wp 强 算 于 连续 时 ， 代替 上 面 的 Ut 以 UO, Etta Ee l= 
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{ae M|llakll <1,1<i<n} B p(s) = Dd) led (woe 


BCSC)), 可 同样 证 明 有 we FCH), E pla) = (va), Woe 
M. TERR. 
HE KILSA (233, C86), (947, C106). 


$1. 有 界 球 中 拓扑 s* 与 + 的 等 价 性 


在 本 章 的 $ 2,$ 3 中 ， 我 们 已 提 到 ， 在 vN 代数 M 的 有 界 球 
h, (M, Ma) ~ ?CM ,Mx)， 本 季 将 证 明 这 个 结论 .。 

ik M ESE 中 的 YN 代数 ，CM), = {a€ M| iol <1} 是 
的 单位 球 ， 

引 理 41.11.1 设 a, = ahe (M), FA as 
意 的 5 > 0， 有 对 的 投影 列 {2,}， 使 得 


p SÈM, Mx} 


E WAR a= f ree, 


CM, Ma) 


0, 则 对 任 


l, lanpsl < 6, Wn, 


加 一 f de”, 9, = 1 — Pa, 
-ð i 
于 是 ， 


5 


= ao 1)? 
2 2 > * Cn) > 5 
2 a> (f + | des 4 


2 ICM, Me) KM, Mx) 


由 于 of 0， 因 此 ，9。 0， 即 如 
外 , lastall 一 | ade? |< 0, vn, 证 毕 ， 


引 理 1.11.2 UPFEM EBV EMEZA, > l 
dLa, b) = (Ca c=, b)*(a = 6)", Va, bBECM),, 
N(M) Kd 是 完备 的 距离 空间 , 且 4 产生 的 拓扑 等 价 于 MM， 
Ms). 
证 。 依 命题 1.10.5 及 1.2.2, 有 {E)Ce, 使 得 


SM, My) 
一 -一 一 “>0. 


此 
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Dy Eel? < ©, pla) = > (ak,, En)> Wae M. 


Hie, dlas b) = (3) Wa — DEP) ECM), 上 的 距离 


注意 [M Eal] 在 A PRA. 事实 上 , PEL 到 
[M E[n] LRE, W PEM, PE, = En Yn, 于 是 ，gp(1 一 
2) 一 0， 由 于 9 是 忠实 的 , Alt, P= 1。 由 这 个 事实 ， 引 理 不 难 
得 证 

SILLS 设 Me A {ge} HK CMe, M) WRT pE 
Me, XCM) BOP {ond KR SCM, My) WRF OL WI A —R 
地 有 lim Paar) = 0, 


证 。 BR lel it} BAAN, CBI: hpl S1/2, Yk. 
今 依 定理 1.9.8, 7S 
pe = PP 一 pp) + il — of), 
其 中 0 < p E My, Vi; #A 
lpi + ipti = Nee? 一 ppl < 1/2, 
Pe 一 of = = (pr + 3). 
oP i + lpi = lo? — oP ll < 1/2, 
p? 一 of? = F (pr 一 e$). 


Ak, ited 和 1， 这 里 [p] 一 Dd) oP, Yk. 进而 
imi 


1 
oE 2 piam es 


记 p =sle), 则 ea 一 加) =0, Yk, j. 所 以 ， vy Ca) a 
PP(PaP), Yki 及 acM. 进而 | l 
Pla) = palpat), Wk 及 acM., 

MM, My) ; 
BR, PaP 0， 从 而 可 限于 pMP KA Bla] M, BIE 
P= 1 RSPR RMA. 
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HPTF (M); M5 1.11.2 构造 距离 4。 对 和 任意 给 定 的 
8 之 0 KEH m, EM 
Hm = la€ (M),| pala) — pola)| Ss, WR >m}. 


显然 Hn (M) d) 的 闭 子 集 ， 由 于 oO ee, 所以、 
(M) = U Hu. 


CM), d) 是 完备 的 , 依 Baire AEH, 有 aE (M),, 之 0 及 
mo， 使 得 


(bE (Mae b) <H}CH mye 
由 于 fE Con + an} 及 fE Cas — aE naO, 


M,) 收敛 于 0， 因 此 无 妨 设 as = at, Yn, SH 8 = 证 5 依 引 
理 1.11.1, 有 好 的 投影 列 {Pa}, E 
pEi, lapl E8, Ys, 
记 be = Pr — Pos Mi 
[bilan)] S [prl Prana) + ld Cll 一 an 
+ {pl Prali — pa))| 
+ [d(C — ps)anll — Pn) I 
< 38 + |A — Padal l — Pn) I. a) 
4 by = Paaa + (1 — Pa Jan(l — Pads D bnaE CMY, HA 
易 见 beia. MURE m, EE On Hms We em. bh 
而 依 Hn, 的 定义 ， 
LDE)! <0, VR > myn > m, @) 
HM, Mg) 
由 于 pnaop。 ao， 所 以 有 nis 使 得 Paaa E He, Yn 之 
Aa, 从 而 


| dC Praha) | <6, Vk m,n 之 Ma, (3) 
SH n È nis M2, K 之 Mos 由 (1), 《2)， (3) 
(Palan) = Plan) | = EACH 
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wn ene e aee i amaaa mn a a m e AR aoe otin a m a a em e Ea = 


<= 38 + (p1 — Padal l — Pe ))I 
< 38 + AGOI + (pr PaPa) < 38, 
这 正 表 明 对 于 一 致 地 有 lim Pelan) = 0, iE, 


51 1.11.4 设 4 是 My 的 CMe, M) 紧 子 集 , 则 对 任意 的 
e >0， 存 在 5>0 及 4 的 有 限 子 集 了 ,使 得 只 要 ac (Mh, 并 
且 
[pllata 十 ac*) <8, VpeF, 
这 里 [p] = p, + p+ pt po Mp 一 ez +@ + p"*) 
的 直 交 分 解 (定义 1.9.10), (p 一 p) 是 Z 一 p*) 的 直 交 分 


解 ， 那么 就 有 
l¢(a)| < £, Vpe A, 


和 证。 设 存在 某 个 s > 0, 使 得 引 理 不 成 立 。 于 是 对 + Ree 
意 取 定 的 we 4, 有 a€(M), 及 pie 4， 使 得 
[pol Cafe; Haar) < 4, le.Car)| 2s 


对 点 及 {qos els RA a,€(M),, 及 pE 4, 使 得 
[gi] Laža: + am) < ae #=0,1, {p(az)h >eE 


-. ,一 般 得 到 {pain = l; 1,-+-}CA, 及 {onl = 12,293 
(M), E 
[pj]Cafa; + ajaj) < 7 0< 委 :< 委 /一 1， 
| piCa;)| 2b, 7 =1,2,°°°. 
由 于 4 是 o(My, M) 紧 集 , 依 Eberlein-Smulian 8 CH (221), 
BFP {ny }Cl0,1,-+:} 及 PEA, 使 得 


oMa M) 
Py 


4 自然 是 有 界 的 , 从 而 yp = È 2Lpnl€ Me. 又 
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(plaša; + aah) | <>) r Hon] Cata; + ajf) 


k=1 


+ D tpai < 2 


k>m 


+ 2°" sup [Palis 


KH mH m, ,wo< 委 ij) 一 1， 而 mu >j ARS 
j—> +00 了 时， 六 -> co， 从 而 
plata; + ajat) — 0, 
记 p=s(p), H Schwartz KER, 易 见 
PPaspI Paip)) ~ 0, pC CPaiP) > (eaiP)*) > 0 
PE PM? 上 是 忠实 的 , 依 引 理 1.11.2, 


s*(M My 
poe 


依 引 理 1.11.3 及 PS slp) (Vk), TAH RA 
lim pn,(Pai?) = lim Paai) = 0, 
这 与 
IPn lan) >e, WR 
‘AFB. 证 毕 ， 

RIM 1.115 BAER Ms 的 (Ms, M) RR, WA > 
Me, $20, ERRITAR > 0, FE >O, RE a 
{(M)., &€a*a + aaf) <5, 就 有 

\p(a)| <8, YpE 4, 


证 。 对 士 ， 依 引 理 L11.4， 有 了 的 有 限 子 入 Fu 及 n> 0, 
使 得 只 要 aé (M), [pl(a*a 十 aa*) < Cr， Vee Fas 就 有 
jpo) <1/n, Vpe 4, 

> 


b= Sr (n+ma) > [pl]. 


nel PEE, 


这 里 ms = "Fy, (pl 的 定义 如 引 理 1.11.4 所 述 。 对 任意 的 > 
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0, BR + < E, HS 8 = 6,,/ 20+”, 于 是 ， 如 果 a€(M),, 并 


H pluta + ac*) < 3, M 
[plata + aa*) < 8,5 VPE Fa. 


因此 , lp) < = <e, Vgpe4, YER. 


定理 4.116 设 寻 是 vN 代数 ， 则 在 M 的 有 界 球 中 ，x*(M， 
M,)~ eM, Ma). 


证 。 设 网 {a}CCM),, B 机 一 一 
(My, M) 紧 子 集 , 我 们 需要 证 明 
play 一 0, pe 4 一 致 
取 引 理 1.11.5 中 的 OS PE My, RHEE e > 0 的 相应 的 5 之 

0. 对 此 6 >> 0, AiR, 4S 时 ， 
PCat; + mar) < 8, 
从 和 而， 依 引 理 1.11.5，[qp(o)| < 8, Viz 及 pe A, KER 
BA pla) — 0, 对 pe 4 一 致 ， 证 毕 , 
命题 1.11.7 设 M 是 无 限 维 的 vyN 代数 ， 则 在 整个 M 中 ，s* 
(M, My) 与 (M, My) HRS ECM), r(M, Ma) 与 
一 致 拓扑 也 不 等 价 、 特 别 , 如 果 对 作为 Banach SMEAR, M 
dmM < %, © 
SCM, My) ~ rM, M*)， 完 全 可 仿 命 是 1.2.5 来 证 . 
Py dim M 一 co， 取 邓 的 相互 直 交 的 非 堆 投影 无 穷 列 Pr) > 


P=) Pas Her 12.10 及 定理 1.11.6， Sip teed OMe, og 
一 方面 却 有 


Fal OM» Me) 


n=l 


因此 ,在 (M) H, (M, Ma) 并 不 等 价 于 一 致 拓扑 . 
WMA Mr ~ 一 致 拓扑 , 因此，dim M <œ, 证 毕 。 
注 本 节 见 参考 文献 (1), (93). 
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§12. EM HS 


定义 1.12.1 vN RMB vN RN BY k OROFA O ER 
为 正规 的 , 指 对 M+ 的 任意 有 界 递 增 网 {a1} 有 
sup PCa) = P(sup or). 


请 注意 ， 如 果 @ 是 M 到 N 的 # 同 态 ， 首先 9 是 保 序 的 ， 即 
O(M)CN,, 这 是 因为 M+ 的 元 必 有 形式 a*a (ee M); 其 次 
(Oi <1, BEL, OO) 一 2 是 N 的 投影 ， 对 于 任意 的 一 
AEM, HF —WAl<A< Mal, Wk, —lalleP<OG)< 
lale, Miis NOCH) < lal. 进而 , HOC) = [lOCata) < 
listatl = iel, Woe M, 可见 NON <1, edt, WR (a) 是 M+ 
的 有 界 递 增 网 , 则 {Pp(a)} 也 是 N+ 的 有 界 递增 网。 

命题 1.12.2 设 @ 是 vN 代数 M 到 vN 代数 N HHI x E> 则 
下 列 是 相互 等 价 的 : I 9 是 CM, Ma)-o(N, Ne) 连续 的 ; 
2》 多 是 正规 的 ; 3) 多 是 全 可 加 的 ， 即 若 (2) 是 必 的 相互 直 交 的 
投影 族 , 则 有 8( 也 户 ) = Dec. 这 时 OM) HEED 


o(N, Ny) 闭 * 子 代数 . 

证 。 依 命题 1.2.10, 可 兄 册 1) 可 以 推导 2)， 2) 推导 3) 是 显 
然 的 ， 今 设 @ 是 全 可 加 的 ,于 是 对 任意 的 0 < pe Ny, bo@ BM 
上 全 可 加 的 正 泛 函 , 依 定理 1.8.6, $e 名 E M*。 再 依 系 1.9.9， 可 网 
8 是 so 一 o 连续 的 。 

今 设 是 正规 的 及 NCBA). 令 3= {a€ M|0(a)=0}, 
TEME r- 闭 双 侧 理想 ,所 以 有 对 的 中 心 投影 *, 使 得 3 一 M(1 一 
z)。 于 是 @ 是 Mz 到 BLOC) 中 的 * 同 构 。 现在 完全 可 仿照 命 
题 1.8.13 的 证 明 ， 指 出 O(M) 的 单位 球 是 弱 算 子 闭 的 ， R 
OCM) 是 o(N, Na) FA. TER, 

命题 1.12.3 HOSE vN 代数 M 到 vN RAN EB (代数 》 
HEN > 必然 是 正规 的 ,并 且 等 距 ， 


e 65 > 


ee i < annan or mh o 


W. Wa} My 的 有 界 递 增 网 ,a 一 sup ms 于 是 ， sup® (a;) 


=b 20a), A, O'RNEIM EA k A ARE 
sup PB Ca)) = a < O'S), 
所 以 , b= pla), MOEMA. TEE, 
E 1.12.4 M, NARJE Hilbert 空间 2°, A 中 的 YN 
RE, O BM AN ERNER * 同 态 , 则 
P = 0,08,08,, 
RE p, 是 M 的 增补, 即 存在 Hilbert 空间 双 ,使 得 
O(a) = a@ig, Wae M, 
PERF, MA (MBC 的 投影 六， 使 得 
P(a@le) = (alz), Va M. 
MoE (M@Cls) (PCE QL’) 中 的 vN 代数 ) BIN Liz 
间 * [aT FA, 
证 。 首 先 假定 N 有 循环 笑 4, 并 令 
pla) = (P(a)n, n}, Ya M, 
则 9 是 M 上 的 正规 正 泛 函 。 依 命题 1.10.5， 可 见 有 (RICH, 
DS le < co， 使 得 


le) — 21 abe» tay, Yace M. 


设 Y=, E= (EE FOL, Dla) = a@le, Vae M, 则 
pla) 一 CAOR =), Vac M, 

记 # 是 FOr AD DME 上 的 投影 , 则 

PEOCMY =(MBCleY. 
= 9,(o@ 12) or (a@l1z)?', Vee M, 显然 

plo) 一 {PoP Xa )E, E>, WaeM, 
定义 .XY 到 PCE OL) EWR u 
uP(a)y = (9,°8,)(a)E = Cabs) = Cob) 

WaeM, HF (OCa)m, n) = pla) = C(O, )CaE, EDs 可见 
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« 是 等 中 的 此 外 ，@(M)n = Nn 在 A HR (6,08,) (M) 
和 一 和 (MA 在 PCE RS) HR. Rik, s 可 唯一 扩张 为 .9% 
到 PCH OL) 上 的 西 算 子 ,并 且 
u®Ca)u = (0,08,)(2), Wate M. 
如 果 用 a +e RR (0,00,) (M) BN EIZH * Al, Wy 
$ = PyoP,of,, 
对 于 一 般 情 形 ， 分 解 
A = SOK, Hi = Nm, YL 


& 1 OB oC. LRE, N PEN’, VI, TE, 0, 一 pO 
SEM Bl] Ni = NP; 上 的 正规 # AA, V. 依 前 一 Bw, 8/ 一 
DPPH, Vi, 令 
®;= > OO}, i=1, 2,3, 
; . 


见 见 有 Ø = popop, E 2,0, 0 MERR. WE. 

例题 1.12.5 iO vN LRM EN REN EAD k 同 构 ,， 则 
存在 某 个 Hilbert 空间 中 的 vN 代数 了 及 了 的 中 心 覆 盖 为 1 的 投 
Er, g, 使 得 好, N 分 别 空间 * 同 构 于 V4, Ve’, 而 有 相应 地 变 
R: v9 — oP (Wee V) W AH. 

和 证， 保持 定理 1.12.4 的 符号 , 取 V= MBC. 由 于 9 是 
* TD, ©, 显然 是 水 同 梅 ,从 而 9 也 是 * 同 构 , 依 命题 1.5.10， 
r 在 V' 中 的 中 心材 盖 是 1， 并 且 在 定理 1 12. 4 OER PE RH: 
空间 # 同 构 于 VY. 

注意 


res- Boe, PE 


A) 


0 
M grer, 且 9 在 关中 的 中 心 覆 盖 为 1 以 及 好 空间 *# 同 构 于 
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. RAGA. TH, 

ere 设 Mi, N; 分 别 是 Hilbert 空间 i, Ai 中 的 
NRR, O 是 M; 到 N; 上 的 正规 * 同 态 ，i = 1, 2, WETE 
一 的 由 M, O M: 到 NON, 上 的 正规 # HAO, EE 

Pla Dad) = O,Ca,)QO,Ca;), Ya E My, E Ma 

此 外 , 如果 ©; BE* AA RASH * Mw), ;一 1, 2 WOR 

证 。 依 定理 1.12.4, TS 

Dai) = ufal AP, Yat Mj, i= 1, 2. 
这 里 1; 是 Hilbert 空间 A; HESAP, 0) ¢ (MOC) ,wi 是 
PME QL) 到 .ri 上 的 西 算 子 一 1, 2. 2 L=-L,@L,, 
于 是 
= POP E (M,QC1,Y © (MBCLY 
= (M QM: CleY 
及 u=unDm 为 PE) BP ODL) = PED 
ADL) 到 AOA LBA. Str 
Dla) = u(a@lee'u, Vae M OM. 

显然 8 是 MOM, FH u(M,QM@Cl yp)?’ EMER H 
使 得 

Elaa) = 0,(a) 0,60), eeE Mr, €E Ma. 
ERO TEMA, (aala é My, oze Ma} MEM MM: 内 
而 {®(a,@a,) = G,(a,)@P,(0,)]a,€ Mi, aE Ma} 生成 区 好 加 
M,8Clg)f'a*, Pr 

NN, QN, = a(M,@MQCle)e"'u", 

BO MOM, 到 NON, LMEBRHEM* HA. BPO 
的 唯一 福 , 由 它 的 正规 姓 立 见 。 

SSO AEA, f= 1, 2。 在 命题 1.12.5 中 已 指出 : Pi 
在 (MBC) 中 的 中 心材 盖 为 1, f= 1,2, Mie E MA 


s 68 1 


Mo@Cle) 中 的 中 心 覆盖 也 为 1， 再 依 命题 1.5.10， 可见 名 也 是 
* [Al fe, 

当 多 是 空间 # AW, i1-1,2, 可 以 直接 证 明 结 论 。 证 
H, 

注 本 节 见 参考 文献 [21)，[C722、 C76), (126). 


§ 43， 循 环 投影 的 比较 与 空间 * 局 构 定理 


定义 1.13.1 EME OO 中 的 WN 代数 ,EE Le HE 
到 ME 上 的 投影 (显然 ps€ M )， 并 称 它 为 好 的 相应 于 矢志 的 
MLE sid he CF Bl ME 上 的 投影 (显然 PEM’), 并 称 它 为 
M’ 的 相应 于 矢志 的 循环 投影 。 

定理 1.13.2 GME OF RENEA, Ene Æ, WEM 
Hh, PZP, MAERA, 在 M' H, Pez 

证 。 设 有 wE M’, (4 

uu’ = Pi, ud” <P, 
显然 wu” = 如 ?一 po， 因此 ,我 们 可 以 用 wy 替代 ?来 证 
明 , 即 可 设 we ME, 

ZAMEZA pla) = lan, =) (Wee M), 极 分 解 p= 
R,o, o=R,*p, TE, p=Ra*p. 从 而 Cn—ee*n)€ (ME), 
另 一 方面 , ne ME, Bast | 

. y = vvt. a) 
由 于 PEE 及 o= Rp, TI o= Lpo, oto, 从 
i, o 一 Rp,0, Bo 

{u*n, aE) = (Pe "n, ak), Va€ M, 
因此 , (o*a 一 Peo) € (ME). Titi. nE ME, KE, e*_= 
Pw*n, BD : 
tne Pee = M'E, (2) 


一 7 一 es 


依 (2), v*M q = M‘v*nOM’E; iX C1), ve*M’_ = M'n B 


et 


. 此 ， v*p, 是 邓 的 部 分 等 距 元 ， 它 以 M’ 3 为 始 域 ， 以 oP Oe 一 
定义 1.13.3 ME OS 中 的 WN 代数 ,我 们 已 经 定义 过 :2 
的 矢志 是 好 的 循环 矢 , 指 ME 在 OF DR. ORM CO Me. 
是 好 的 分 离 矢 (或 矢 了 对 对 是 分 离 的 ), 指 若 a€ M ,使 得 og=0, 
则 a = 0。 这 相当 于 说 ?了 是 M' DERE. 
命题 113.4 EME Z 中 的 vN 代数 ,并 且 有 循环 和 撩 及 分 
HR p 则 存在 “6e 如 ， 它 同时 是 MM 的 循环 和 撩 及 分 离 矢 . 

”证 , 由 内 二 1 之 所 ， 依 定理 1.13.2，Ps 之 志 二 1， 因 此， 
Ps ~ Pay MA ve M, E v*v = pu wt =p, =]. & C= 
vë, WMS = uM E= OF, MOM VE = ME = OH, BNE 
满足 要 求 .证 毕 . 

定理 1.13.5 设 M; 是 如 ;中 的 vN 代数 , 既 有 循环 和 拓也 有 分 
离 拓 ，i = 1, 2， 又 若是 M, 到 M: 上 的 * 同 构 , MORSE * 
AH. 

证 ， 依 命题 1.12.3, 由 是 正规 的 ,所 以 

M = {a@@(a)|a€ Mi} 
CP OP) 中 的 vN RR Ar CFWSE.) 到 W, 
上 的 投影 ,i 二 1,2, BR 
Pis PE M's Mot = Mi, My, = O(M,) = Ma, 
依 命题 1.5.2, RINER, Pi 与 在 M' 中 是 等 价 的 。 设 各 是 Mi 
的 循环 且 分 离 的 矢 (命题 1.13.4), ER Pi( OSM.) = i= 
ME= ME, i= 1, 2， 从 而 依 定理 1.13.2, RRA 与 在 
M PESHI AE p (LB. 到 ME LRH, i= 
1,2, 实际 上 我 们 可 以 证 明 p, 二 p, 一 1， 事实 上 ,由 于 


因此 ， Pi = fi, 《1 — PiP; = 0, = 1,2, 又 由 于 {1—p;) € M, 
所 以 有 a,5€M,, 使 得 
aB) = 1 —P,, BDP) = 1 —P, 
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但 (1 — p; = 0, Aii a= 2) = 0, a=b 0, a= 
n=1, EE, l 
命题 1.13.6 BME 中 的 vN iH, FEMHORR, P 

EM 上 的 正规 正 泛 焉 ， 则 在 在 ?6 M$, 使 得 pl) = Can, 4), 
yer M. 

证 ， 设 Up gp 是 ph 产生 的 M 的 * 表 示 , OF = X, 
A, M M= {3 = Ti,Ca)Palae M}, 依 命题 1.8.13， HES 中 
的 vN 代数 。 定 义 

pCa) a Cals le) = 《Is(a)ls， lẹ? = pla), Yace M 
这 里 2 一 zy(o)@Be，iy = Cy, 0). te E= (0, E), CHEMI 
分 离 矢 , 从 而 ME = = & Mie 依 定 理 1.13.2, EM th, Pz 
Pipe 注意 Pe = Mi= M) = Z p Alte P i= 
Pe WS 到 好。 上 的 投影 、 于 是 存在 reM, 使 得 otr = 
Po, vw << Py. EM P = ME=(0,ME), ATS 

vIe = (0, 1) = fis 
其 中 E ME， 于 是 对 任意 的 ee M, 
(a) =, (slg, Te) = (aly, vvi) 
= (avg, o' ly) = (a, 7) = Lans 2). 


TEE. 
R 1.13.7 UME 中 的 vwN 代数， 并 有 分 离 天 ， 又 PE 
Me, BITE Esne CO, BE 
pla) = (aE, n), VaeM, 


事实 上 ,把 Pp 极 分 解 ,并 依 命题 1.13.6 wi. 
注 本 节 见 参考 文献 149], 174), [09] [131]. 


§ 14. o- 有 限 的 vN 代数 


定义 1.14.1 WN RAMKA vc- 有 限 的 >, 指 如 果 {2} 是 MM 的 


p 也 有 的 作者 把 这 类 YN 代数 称 作 可 数 分 解 的 ， 
71 。 


相互 直 交 的 投影 族 , 则 除去 可 数 多 个 1 外 ,其 余 的 2: MAB, 
命题 1.14.2 UME CS 中 的 YN 代数 , 则 下 列 条 件 是 相互 等 
HS: 1) M 是 o- 有 限 的 ; 2) M 有 分 离 矢 列 {&,}， 即 着 ae M， 
使 得 of, = 0, Yn, Wl a = 0; 3) MARRI inn}, RI [ae| 
n,a EM] EZ 中 稠 ; 4) M 上 有 上 忠实 的 正规 正 泛 函 . 
YE. AE) MM ESA, SHY. {E2} 对 M 是 循环 的 ， 
因此 ,2) 与 3) St. 
今 设 {E,} 是 戏 的 分 离 矢 列 ，{ 户 } 是 对 的 相互 直 交 的 投影 族 ， 
AF >) lek? < le, V2, 因此 ,除去 可 数 多 个 1 外 , 其余 的 


PW: Pike 0, Yn, Bl 名 一 0、 从 而 , MM 是 -有 限 的 
时 = SDE Ais Mn =r, Vi, 
> 
于 是 { 包 } 中 仅 可 数 个 非 零 ,换言之 ,可 写 
多 = > 由 Mn 
易 见 {ne} EM DEREN. 以 上 说 明 D, 2) 3) 相互 等 价 ， 
SRORM LWRROEMELR, (0) 是 M 的 相互 直 交 投 


影 族 , 于 是 
之 gh) = p (> pi) < 00, 


所 以 除去 可 数 多 个 ! 外 , 其余 的 pi 都 满足 ， p) = 0, BY P= 
0. 从 而 , MÆ o- 有 限 的 . 反之, EME oB TEMADA 


矢 列 {Es}。 无 妨 设 Dd) el< 0, > 


g(a) = > {aka kn)» VaeM, 


即 见 9 是 M 上 忠实 的 正规 正 泛 范 。 证 毕 ， 

命题 1.14.3 MRM, 是 可 分 的 , 则 对 是 c- 有 限 的 。 

证 . 设 {pal 是 (PEMsl bo SO, |b] <1} HARTER, 
He e= Dire, AR OM PE My. 如 果 ae M+， 使 得 
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ple) = 0, FH pla) 二 0, Vn. HM pla) =0, VOR HE 
Ms, FIRAR 19.9, a= 0, PREY, MAME o ARB. 
WEE, 

注 。 如 果 寻 的 作用 空间 OC 是 可 分 的 , 则 M 可 分 ， 事 实 上 ， 
设 {8,} EE 的 可 数 狂 集 , 令 (a) = abn, En), Yace M. 如 
R [conma m) 不 在 Ms HRA 0 关 ae M， 使 得 wrm(a) 一 
O,Va,m, RES (E) A MRIRAPI. At, Me 可 
分 . 

命题 1.14.4 i M 是 -ERK NRA, (Mh 是 MM 的 单位 
球 , 则 

(CM),, SCM, My)), (CM Js (M, M,)) 

都 可 以 赋予 等 价 于 拓扑 的 距离 ,使 之 成 为 完备 的 距离 空间 , 

证 。 Æ (M) H, s(M, My) ~ RAT, UR rM, 

My) ~ CM, Ma) ~ Ra AETH MRE} BM 的 分 高 矢 


列 , 并 且 之 Eel 之 co 分别 命 
dass) = [E U bye + Ce = ONE D} i 


dlas 8) = (F; Ka = DEl) ， 
Va, bE CM) BIR. 
命题 114.5 如 果 M 是 OF 中 o- 有 限 的 交换 oN R, MM 


有 分 离 矢 . 
证 。 依 命题 1.14.2 的 证 明 , 可 写 


X = 28k SH, = Pye Gf = M's, » Va. 


无 妨 设 È ll < ©, 并 令 了 一 2 m 我 们 说 即 为 M 的 分 
AR. REER acM, 而 an = 0， 由 于 M 是 交换 的 ， 从 而 
0.=—= pan 一 ap = ayn, Vy 

但 {wa} 对 对 是 分 离 的 ,因此 ，s = 0. 证 毕 . 
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定义 1.14.6 1 MB ee 中 的 vN 代数 ,，M 的 投影 了 称 为 o- 
有 限 的 , 指 PCE 中 的 YN 代数 M, = PMP 是 oc- 有 限 的 ， 

命题 1.14.7 ZME OF 中 的 vN 代数 . 

1) 如 果 9 是 对 上 的 正规 正 泛 画 , 则 其 支持 :9) 是 对 的 o- 有 
限 投影 ; 

2) P, 9 是 好 的 投影 , HH P~ gq, WE pE rc- 有 限 的 , 则 9 
也 是 o- ARRAN 

3) 如 果 {Pa} 是 M 的 有限 投影 列 ， 则 sup P, 也 是 5- 有限 
的 . 

E. D RF OR <p) Mp) 上 忠实 的 正规 正 泛 范 立 见 
2) 由 于 Ms 与 Ma* 同 构 立 见 . 

3) P= supa WET n, UEP} 是 Mi E Pe 中 


的 循环 拓 列 ， 于 是 (RP ln, A) 将 是 MP 在 P = |U pa | 
中 的 循环 矢 列 , 因此 , p 也 是 a- 有限 的 ， 证 毕 . 

命题 1.14.8 ite, g 分别 是 YN 代数 M,N 的 ec- 有 限 投影 。 
则 P@q 是 MON Wo- ARBRE. 

证 ， 由 于 p@q(M@N)2@49 = PMPOING, Bib Mie BA 
ca- 有 限 WN 代数 的 张 量 积 仍然 是 oz- 有 限 的 ， 

设 NN; 是 C 中 的 co- 有 限 vN RA, FEN 在 OC: PAR 
RRA AEP Ja i 一 1, 2?。 由 此 

(NONY NiQN; 

在 HOH, PHARRR {EP QE}, BIR MON 也 
是 c- 有 限 的 。 证 毕 ， 

定理 1.14.9 HME 2 中 的 vwN RAMS 


M= DOM, 
t 


其 中 每 个 M, 或 者 是 rp- 有 限 的 ,或 者 空间 * AW NOBLA), 
RE N, 是 -有 限 的 YN 代数 ，.26 是 某 个 Hilbert 空间 . 
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ik. PEM LIFSHEMERA, (Cp) 是 其 支持 ,于 是 
Kp) EMH a- 有 限 投影 . 
令 hes 是 万 的 相互 直 交 的 投影 极 大 族 , 使 得 pi ~ sp), 
Vi. 记 了 =1 po P, WAS slp) 使 用 定理 15.4, AMAY 
中 心 投影 2 使 得 
qzesslp ze, se) —2)S90 — a), 
由 族 {所 } RABE, s(p)z œ 0, 
Sik vi€ M ,使 得 ote, =—slp)s, vef = Piz, WIE A, 又 
令 HEM, EB owt = qe, vivo <s(p)z, i 
4 A= {1,2,---} PRS 


pla) = 2 2*p(vtat,), Wat Mz, 
R) O<PEMy. MR a€ Mz, 使 得 Hata) 一 0， 则 
p(vhatav,) = 0, Ya 0, 
Kv, WE M, vratane (p)Ms(p), Aik, ava = 0, Vee 
0, FE, ahs 一 agg 一 0, YIEA 由 此 ，4a 二 oz 一 a (22+ 
D pie) = 0, 即 4 在 Mxz 上 是 忠实 的 ,从 而 Mz 是 o- 有 限 的 。 
IEA 
如 果 4 不 是 可 数 的 ,可 写 
A= As, hpn4r =o, VER EL, 
Agel 


使 得 每 个 A 都 是 可 数 无 穷 的 ， 固 定 工 的 一 个 指标 o He 
Ye 一 9 十 Ps Ye = >) Pn VEX Bos 
te ng, leAp 


All {yszl8e 了 是 相互 直 交 且 等 价 的 投影 族 , 以 及 Dene. 
€l 


IRE 1.5.6, Mz 将 空间 六 同 构 于 NOB), Jh dim se = 
I, N =y MaYe HF An 是 可 数 的 , 仿 前 眉 可 证 ,N 是 o- 有 限 
的 。 
总 之 ,有 非 零 由 心 投影 *, 使 得 Mz 或 者 AR, 或 者 空间 
中字 5 人 


# 同 构 于 NOB.) ANE OAR. Bet MO 一 r) 作 园 
样 处 理 及 用 Zorn 辅 理 , 即 可 得 证 .。 
WE 1.14.10 设 M 是 vN 代数 , 则 存在 M 的 相互 直 交 的 o- 有 


限 投影 族 {#,}， 使 得 Drs 
i ` 
证 ， 设 {p} EMBARASI o- 有 限 投影 的 极 大 族 , 令 P= 
Die. 如 果 1 一 PX 0， 依 定理 1.14.9, 《1 一 PM(1 — t) 必 
Petes o- BARRY? 当然 89 也 是 的 o- 有 限 投影 ， 这 全 


与 {Pi} 的 极 大 性 相 了 矛盾 。 证 毕 . 
+ 本 节 见 参考 文献 [12]， [21], [55]; [97]. 
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第 二 章 “*- 代 数 的 基础 


本 章 开始 介绍 另 一 类 算 子 代数 一 一 c*- 代 数 .在 第 一 章 $2 中 ， 
对 于 BOE), SAWSRERTD. ARKH, BCE) 
的 * 子 代数 依 其 它 拓扑 的 闭 包 都 是 一 样 的 ( 即 为 von Neumann 伐 
数 ); 而 依 一 致 拓扑 的 闭 包 , 正 是 本 章 训 介绍 的 c*- 代 数 。 

$ 1 引入 ce*- 代 数 的 抽象 定义 , 即 为 Banach 代数 ,其 中 定义 * 
运算 ,并 且 满 足 x*zl| = 1 依照 Gelfand 理论 ， 半 单纯 的 交 
ii Banach 代数 可 表示 为 C(O) 的 一 个 子 代数 2 是 它 的 谱 空 
间 )。 然而 交换 ce*- 代 数 有 更 强 的 性 质 ,，I. M. Gelfand 指出 它 同 
HTF CCQ) (2.1.4), 8 2 指出 “*- 代 数 正 元 的 全 体 是 二 站 锥 ?这 为 
S 3 的 研究 打下 基础 。 在 $3 中 , 首先 引 人 c*- 代 数 上 的 态 的 概念 
《在 正 元 上 了 到 非 负 实 值 且 范 数 为 1 的 线性 泛 函 )， 这 是 一 个 十 分 重 
要 的 概念 ， 如 果 c*- 代 数 相 应 于 最 子 系统 的 观察 量 代数 ,那么 c*- 
代数 上 的 态 相应 于 量子 系统 的 状态 。 通过 c*- 代 数 上 的 态 ， 可 以 
PEK c*- KR PR * 表示 《2.3.18)* 这 就 是 极为 重要 而 又 
著名 的 GNS (Gelfand-Naimark-Segal) 构造 ， 通过 这 个 构造 ，c*- 
代数 将 与 由 Hilbert 空间 中 有 界线 性 算 子 所 组 成 的 一 致 闭 * 代数 
FERH (2.3.20). 这 个 构造 首先 出 现在 IL M. Gelfand 与 M. 
A. Naimark 的 关于 c*- 代 数理 论 的 奠基 性 工作 (1943). 中 ,而 完全 
的 形式 属于 L E. Segal. § 4 指出 c*- 代 数 虽 然 可 以 没有 单位 元 ， 
但 必 有 起 到 类 似 于 单位 元 作用 欧 副 近 单 位 元 。 由 此 证 明 ，c*- 代 
数 模 以 它 的 闲 双 俩 理想 仍 将 是 c*- 代 数 。55 给 出 ce*- 代 数 单位 球 
端点 的 特征 (2.5.1)， 这 结果 属于 R. V. Kadison. § 6 证 明 Kadi. 
son 的 迁移 定理 (2.6.5), 由 此 指出 对 于 -代数 ,拓扑 不 可 约 半 表 
示 与 代数 不 可 约 表示 是 等 价 的 . $ 7，$ 8 是 -代数 的 理想 、 纯 
态 , 不 可 约 * 表 示 的 进一步 研究 ，§ 10 提出 *# 表示 的 比较 ,分 高 性 
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SRS ERS, UPR PH <*- 代 数 的 表示 理论 是 重 
要 的 。 $ 11 指出 学- 代数 的 包 络 UN 代数 《 即 在 泛 表示 空间 中 的 
弱 算 子 闭 包 ) 与 c*- 代 数 的 二 次 共 斩 空间 等 下 同 构 (2.11.2)。 $ 12 
c*- 代 数 公 理 的 研究 起 源 于 Grifand-Naimark 猜测 ，1943 年 ,他们 
犹 测 : <“ 代数 的 假设 e*l llei TUAREA Dx*xhl= ix 
"irl. 这 引起 了 许多 研究 。 19604, J. G. Glimm 与 R,V. 
Kadison 研究 了 c*- 代 数 的 西元 性 质 (2.12.1), 给予 这 个 猜测 以 肯 
定 的 回答 。 后 来 又 有 进一步 的 推广 (2.12.26)。 与 公理 问题 相 联 
系 的 , 有 c*- 等 价 的 问题 ,这 方面 有 R. Arens 等 的 结果 (2.12.22， 
2.12.23, 2.12.24), 


SL ee- 代数 的 定义 及 其 简单 的 性 质 


定义 2.1.1 设 4 是 复数 域 C 上 的 Banach 代数 ， 并 在 其 中 定 
XER, 满足 i 
(ax + py)* = Ix" + ay”, Cay)" = y*x*, 
(2*)* = x, ||x*xi] = lel’, 
Wr, y€ A, 1, mEC, WR AR ct- 

如 果 4 是 c*- 代 数 , 易 见 leti = lel, Vee 4, ih, * 2A 
在 4 中 是 连续 的 。 如果 4 有 单位 元 , 记 以 14, 不 混淆 时 ,简写 为 1， 
显然 lal, 如 果 mm 和 4， 玫 称 为 由 实生 成 的 (4 的 )c*- 子 代 
数 , BERA may (4 的 ) 最 小 c*- 子 代数 ， 

命题 2.1.2 ”如果 4 是 <*- 代 数 ,， 并 且 无 单位 元 , EAC 上 
定义 

lz + af] = sup{ilry + aylly e 4, liy] <1}, Vee 4, 260, 
则 是 有 单位 元 的 <*- 代 数 ， 并 保持 4 上 上 的 范 数 不 变 ， 
证 。 只 须 对 任 关 的 red, AEC, WA 
Ce 十 4)*Cx + AD = Ie + al 


1) 清 读者 注意 识别 代数 单 征 元 1 Sete 1。 
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设 0 之 <1, FRA ye, bl&r, 使 得 

ple PS ț ey + apl? = lyt C + aCe +a 

< [Cx + 2)*Cx 十 4), 
令 一 1-， 则 
Ix + HP < iC + a)*Cx + all 
< lle 2)*H + Ile + af. (1) 

RA, le + all < Cz 十) 中。 进而 , Wx + al = We 十) 天。 
HERE G), RWE le + 2? = Ge 十 2)*《x 十 2 川 。 证 毕 。 

注 。 如 果 4 有 单位 元 ce, 在 4 十 Q 上 定义 

上 地- 二 max{fx 十 dell, 121}, Vee a4, 4€C, 

则 ALC 成 为 有 新 单位 元 1 的 c*- 代 数 ， 并 以 4 为 它 的 ce*- 子 代 
数 。 当然 ， 这 时 4 的 任 次 元 * 考虑 为 Ate 的 元 时 > 它 的 庶 多 了 
零点 。 

GE 213 设 4 是 c*- 代 数 ， 上 5 是 4 的 自 伴 元 ， BD A = 4%, 
则 ck HARM, lall—=vG)P 

证 ， 无 妨 设 4 有 单位 元 。 由 于 * 运算 的 连续 性 ， 

(eit y* 一 eh, WIER, 
于 是 ,如 果 1e olh)， - 
|e]? [eP = IC = 1, WER, 
因此 ,4 一 和。 此 外 
站 

W, iall = sC). TE. 

定理 2.1.4 EAA ct- A SE * 同 构 于 Ca: 
(0)， 这 里 9 是 某 个 局 部 紧 Hausdorff 空间 ，C?(0) Bo Le 
处 为 0 的 复 值 连续 函数 的 全 体 ， 此 外 , 当 4 耻 有 单位 元 时 ,只 可 以 是 
紧 的 . 

和 证， 考虑 4 十 C， 设 其 谱 空间 为 g, RE Ht, O BK 


D 这 里 对 任意 的 acA, Ofc) 表示 4 WR, v(a) Rae 的 谱 半 径 > 即 vaa 
max{] à|] eoca)}. 
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Hausdorff 空间 ， 对 任意 的 re ALC, RAN 23, xt) = 
z(t), WHE 9 {这 里 x(-)€ C(O) 是 x 的 Gelfand 变换 ), EI 
由 命题 2.1.3， ' 


lel = latl = vGe%e) = max ael] = max] OP, 


Ait, 440 Se AMT COO) 的 一 个 包含 常数 函数 的 水 子 
RE. Brahe’, 它们 对 应 的 4 千 C 的 极 大 理想 是 不 同 的 ， 
因此 有 x*eE 4 十 CC， 使 得 =C) RC 今 依 Stone-Weierstrass 
定理 ( 例 见 [22}), 
A+C CCL’), 

4 是 ALC 的 极 大 理想 ， 对 应 O 的 点 a F 9 = Nin, 
则 0 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,并 且 4 = Cca). 证 毕 . 

引 理 2.1.5 设 4 是 有 单位 元 的 c*- 人 代数，h 一 外 E4， 且 
Ok ofS), Rie aa Al 0 的 多 项 式 列 {p,(:)}， 使 得 je 一 
All > 0, l 

证 . 用 {A — 2), (a — 1) [2 &o(A)} 生成 4 的 。 FR 
数 8， 则 8B 交换 县 包含 4 的 单位 元 。 依 定理 2.1.4, B= C(A), 
显然 ,作为 4 或 8 的 元 时 ， 谱 集 是 相同 的 ， 即 alh) = oh) 一 
(Alre 0}。 又 依 命题 2.1.3, AG) =4G), VEO. 此 外 ， 
OXG), minjaG)| 一 8 > 0, fe i tall, Nall) 上 的 连续 函数 


1A), 使 得 
0) = 0, fay sar, Vae[— tal, IINE 8,8), 
并 取 常数 项 为 0 的 多 项 式 列 {7,(*)}， 使 得 
max{ |f) = f(a)}| — [All <A < = hall} > 0, 
FE 
Pah) 一 At = max lPaCaCe)) 一 AC) | 


max | P(A) — f(4)| > 0, 
一 cl KNA 
ir. 
命题 2.1.6 没 4 是 有 单位 元 的 ce*- 人 代数，B 是 4 的 包含 单位 


元 的 c*- 子 代数 , 则 对 任意 的 DEB, o9(b) = ol). 


* BD « 


= ve ie 


w. W5 2.1.5, a,(6*5)=0,0b*b), o3(bb6*)=04(b5*), 
FERR 2 在 4 中 有 逆 , Wists, bt 分 别 在 8 中 有 逆 , 即 5 在 B 
HS NAAM SR Mie eB HAR. TER. 

one 2.1.7 ee -代数 ，“ RARA, R 
utu 一 > W o) 由 绝对 值 为 1 的 复数 组 成 ， ed 4 È 
ae a 

易 证 ,从 路 (参照 命题 1.3.4 的 3). 

命题 2.1.8 设 4 是 有 单位 元 的 c*- 代 数 , < 是 4 的 正规 元 , 即 
a*a = aa*, B 是 由 {a, 1} 生成 的 c*- PRR, B = CCala)), 
Ha 对 应 的 Clale)》 的 函数 CA) = 11E) HR, iol 
=r(a), 

证 ， 依 定理 214, B= C(O), BR *~> ole) 是 0 到 ofa) 
tR, MOSH ofa) HR, AK, OS ofa) AK. 
证 毕 . 

命题 2.1.9 设 4 是 交换 c*- 代 数 , 中 .是 4 上 另 一 个 范 数 ， 


tao}, < ltal - Hilis Ya, 5€ 4, W IISI- the 

证 . 无 妨 设 4 有 单位 元 , 于 是 A= Cc). Q a= peL] 
WR {zo}CA4， 且 ielo, DI ra) +0}, 如 果 9, REO 
he, WA 0 的 非 空 开 集 U， 使 得 DNU = OQ, FRA of 4， 
使 得 of) 二 1，elU) 二 0。 iA BAK Il ih 完 各 化 的 
Bansch 代数 ,如 果 .a 在 4, 中 无 道 , 则 有 4, LIES p, 使 
得 ofa) 一 0。 id pj4 一 1， 则 +E 人， 这 便 与 aQ) = 1 MF 
盾 , 因 此 , «在 4 paw. 另 一 方面 ， 显 然 可 取 Ob 4, HB 
supp- CU, FE a= 0, 这 又 将 与 < 在 寺中 有 逆 相 矛盾 ， 
因此 ,2, 必 在 OR. Hit ,对 任意 的 a€ 4, lal Imalla) 
是 4, 上 的 非 扰 乘法 泛 通 } 一 max |a(s)| = Hell. 证 


命题 2.1.10 设 4 是 c*- 代 数 , 小 H 是 4 上 另 一 个 范 数 , 使 得 
labh llall . lols ta*all, = lali, Va, bE 4, pi I a i=l] = hh. 
证 。 依 命题 2.1.2, 无 妨 设 4 有 单位 元 . 设 六 一 KE A, BE 


e l» 


er 


由 {1, A} 生成 的 4 的 交换 c*~ 子 代数 。 8, BRK Il ERI 
得 的 交换 c*- 子 代数 。 MOR BAH, Kew 2.1.9 的 证 
明 , {p 限 于 B1p 是 B 上 的 非 零 科 法 证 函 1 在 9 中 是 稠 的 。 从 而 ， 
läl = max{ | (A) | lo 是 B EAE SIU} = lial. 由 此 ， 
对 任意 的 a€ 4, Jall = jatal? = lesal2 = je。 证 毕 。 

注 本 节 见 参考 文献 [38]，[ 54]， 


§ 2. c*- 代 数 的 正 元 


”定义 2.2.1 设 4 是 c*- 代 数 ,a € ARAE, 记 作 o> 0， 
E a 二 a*、 并 且 ofc) 由 非 负 实数 组 成 ， 4 的 正 元 全 体 记 以 
Ay. 
命题 22.2 设 4 是 c*- 代 数 。 上 二 ATE 4， 则 有 唯一 的 A, 
A-E di, E1 
h = hy — he, hyth. =D. 


it. Æ ALC HBB, 由 于 要 求 akih Rhy b= 
0, 可见 hes h- 仍然 上 4, 因此 无 妨 设 4 有 单位 元 ， 用 {l， Ab 
成 4 的 交换 c*- 子 代数 B， 依 定理 2.1.4， 可 见 这 样 的 krsh- 在 
8 中 存在 。 又 依 命 题 1.1.6，h、4-€ 4+。 如 果 又 有 4 的 正 元 好， 
AL WEER, H {ls h, hes he} 生成 4 的 交换 c*- 子 代数 CCD 
B)， 再 依 定理 2.1.4， 即 见 AL = Ay, AL AL. UEP, 

A223 设 4 是 有 单位 元 的 c*- 代 数 ,， 二 A" E A, lla 
1, Wate, SERA, Als. 
用 {1, A} 生成 交换 c*- 子 代数 B S c) wh. . 
”命题 22.4 A 是 锥 , ME a,5€A41, 则 4 十 bEA1。 此 
外 ， ANCA) 一 {0}. . 

ik. AAA BACT, 依 命 题 2.2.3， 

a = a/ai <1, H tli <i, 

THs i 


> ze 


j- eee jet trend + il, 
lal + Wel Noll + Hell 


再 由 命题 2.2.3,， so 十 bE A4。 此 外 ， 如 AC ALNC—A), W 
oCh) = {0}. 再 由 命题 2.1.3，4h 二 0, EE. 

注 ， 以 后 我 们 在 A, 一 {a€ 41a = a*} 中 引入 偏 序 ,a Sb, 
指 (a 一 5)€ A, 

命题 2.2.5 i a€ 4+。， 则 有 唯一 的 a” EAr, WER o" 5 
a 2h, HH (0) = a， 此 外 ,这 a 还 是 a 的 常数 项 为 0 的 多 
项 式 列 的 极限 . . 

证 朋 与 命题 2.2.2 相似 . 

引 理 2.2.6 设 B 是 有 单位 元 的 复 域 C 上 的 代数 ， a,bEB, 
则 Cab) U {0} = Ge) U {0}. 

w. WR 1x0, 使 得 (a5 一 4) ERB PHB, 则 (bua 一 1)。 
(ba — i) = (ba — 2) (bua 一 1) = 2, Wilt, Cba 一 4) 在 B 中 
haw. WE. 

命题 2.2.7 1 AB ct-RR, aE 4, Wafd, SBR, 
存在 bE 4， 使 得 a= b*d, 一 

证 ， 必 要 狂 由 命题 2.2.5 立 见 ， 反 之 设 a= bth, BR o 一 
a, 于 是 依 命题 2.2.2 及 2.2.5, 可 写 a= p — y, XB w,v€ d+， 
并 且 uv =0, 于 是 

Chv)" Chr) = vay = — 0. 
如 果 写 bv = htik, KB ATH, k= k, W 
Chu)* Chv) + (ov) Con)* = 207 + 2) 20 

RAU, (bobry = — (av) * lov) + 28? + R?) =o 4D + 
R) 20, (HARSH 2.2.6, cCCov)*(o7)) UfOl = aoe) Cov )*) 
U{0}, BTL, o((oe)*(4r)) = {0}, BI ot = 0, 由 命题 2.2.5， 
v=0, Min, a= E A, TER. 

命题 2.2.8 设 4 是 Hilbert 空间 GL pi t-te (A B- 
C) HRA FRB, aE A, R acd SHR, oÈ 
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E 中 的 正 算 子 ， 

证 。 必 要 性 由 命题 2.2.7 立 见 。 反之 , he BO 中 的 正 算 
子 , 于 是 至 少 a 是 4 的 自 伴 元 ， 依 命题 2:21:23 可 号 a 5a} ty 
ay a Edi, H aa = 0, 对 尾 意 的 EEZ, 

0 <(ae_&, 06) = — aE, E) <0, 
所 以 ， az = 0, a- = 0, K a—a,€ Ay, 证 毕 . 

命题 2.2.9 设 4 是 c*- 代 数 . 

1) 如 果 a, bE 44, a&b, Wl fell <a, KR cecs 
e*be, We€ AS 

2) 4, AMAR: 

3) 如 果 4 有 单位 元 ，ay 28e 44, 06, HH a, b 在 4 中 
都 有 逆 , 则 ota, 

证 。1) 易 见 ,从 略 . 

2) a,€4,, Hoa, 显然 a 一 a。*， 于 是 可 写 “一 
as 一 ,这 里 ara EArt a- 一 0. Ẹ by = Gant € Ar» 
则 5 一 5 二 aaa 二 一 a3 ers 

re rano heiii; 
Bl b= 0, a =0, R a= a,€ d. 

3) BF GaaS, Ak, Cainpa- 
1, BEREARI, AT 委 工 一 aa, FRA, bS 
a, 证 毕 . 

命题 2.2.10 设 4 是 c*- 代 数 ,， a,bE As Haasi, W 
对 任意 的 数 4€10, 1], è <b, KB a’, h 可 以 由 命题 2.1.8 来 
理解 . 

证 。 CHARM. 首先 考虑 a， 上 有 逆 的 情况 ， € 

E = {4€Rla! <5}, AF 4 是 闭 的 ， A, ERROR. 


显然 ，0, 1€ 也, 所 以 员 须 对 任意 的 1， pe E, EA 22° ie 
E. 由 
pl eh tei, Beh FSI, 
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因此 ,6 36 La, Marb 3] <i, Med, lata? <1, 
lo tot <1, 依 引 理 226, 


+4 L À Ate LA 
2 4 T| > ~> 2 $ 2) 
E A+” 244 „Ateu 


_ Ate 
= a ayes we ee N 
g ASE CE. $ 


对 一 般 情 况 , 设 > 0, RATE, Ca 十 se) < Gte, 再 
命 6 一 0 十 ， 即 得 证 . 
命题 2.2.11 设 4 是 c*- 代 数 ,5S 二 {ae Aflell <1} BAW 
RAR SNA 一 {a€ 45|lloll <1} 依 正 元 的 序 是 定向 的 , 即 
车 x, yE ŠA, Wa z ESNA:, 使 得 sex, ZŠ, 
证， 在 4 十 C 中 考虑 问题 。 令 
a = r(t — r)’, b= yA —y) 


z= to) (}+a+)', 
则 a,t,2¢4, H x€ Ans. 
Ee a>, 等 从 于 要 证 明 1-1 (Le ees)” >r 或 
G-aet(t+ers). 依 命题 229， 这 等 价 于 证 (1 一 


Xx) 所 (1 十 2a 十 25), 但 依 4 的 定义 ,显然 有 (1 + 20) 之 > 《一 
=)", Abb, zx, 类 似 证 明 z >y. TER. ; 
注 ABM [37] [54]; [61]; [119]. 


§ 3. 55 GNS 构造 


定义 2.3.1 设 4 是 <*- 代 数 ,4 上 的 线性 泛 函 2 称 为 正 的 , 记 
Ye p20, HK ofa) 0, Vet Ay. TER ROR, M lel- 
1。4 上 态 的 全 体 记 为 乡 '(4)， 在 不 致 混淆 时 ,简写 为 2 . 
BR, mR elo, W pla*) 二 pla)，Ya€ 4， 以 及 有 
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Schwartz REA 
{e(b*a)| < p(b*b)'"pla*a)'?, Va, bE A, 
命题 2.3.2 ”如果 P 是 c*- 代 数 4 上 的 正 泛 水 , 则 ? 是 连续 的 。 
此 外 ,如 果 和 44 有 单位 元 , 风 fell = eC). 
iE. WE, 我们 说 Pp 在 SNA, = {a€ Allal G1} 上 是 有 
FA, He, WA Xn E SNA, 使 得 
p(x.) Bn’, Wa, 
依 命题 2.2.9，4+ 是 闲 的 ,所 以 ,+ = Dane Ay. 于 是 对 任 
意 的 正 整 数 RN ， | 
NS 2, Tolea) = pa 7 ra) < plx), 
这 不 可 能 因此 ,存在 正常 数 尺 ， 使 得 
pla) SK, Va€ SN Az. 
再 依 命题 2.2.2, 可 见 Well 4K, Ble BSE. 
如 果 4 有 单位 元 , 依 Schwartz 不 等 式 
leCe)| < p(1)p(a*a)” < latal) 
= ljalo), Vae 4 
见 Well = 01). 证 毕 . 
eas 设 4 是 <*- 代 数 ， pe At, 
1) MRA a€ As, lal <1, HB ele) = loll, Wi po; 
2) 如 果 lel < ha 并 且 有 OaE Ars 使 得 pla) = Wall, 
Qi per, 
3. 1) 必要 时 把 e 保 范 开 拓 到 44C E, 因此 可 设 4 有 单 
位 元 。 现 在 完全 可 以 仿 巾 引 理 1.9.2 (并 注意 定理 2.1.4》 来 证 明 
ed, 


2) 依 条 件 ,显然 lol 一 1, Bo ( i) = liel. 再 由 1),p€ 


SY, EH. 
命题 2.3.4 aoe c*a LW EM, aE 4,, +H 
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fall<1, my 
lell = sup{e(4)|o¢€ 4,, [all <1} 
= sup{e(s)[b€ Ay, fal] <1, 6 >a}, . 
证 。 由 于 p(x*) = plx),，Yx€ 4, AEB he = AB, Mhd 
1, 4% o(4,)— lel. WARE 2.2.2, WEA, = At — has XB 
has ha Eda, Bilas R lar B< lA <i, HBHRAFA, 
可 设 time(s) 与 limes) 都 存在 ， 于 是 易 见 


limp(24) = llell, limp(hs) = 0. 


Ait, lol = supiti E 4,, llall <1}. 

对 任意 E>0, KET, By RR c€ As, fell, 使 得 otc) > 
Noll 一 s。 再 由 命题 2.2.11, 有 EAn bl <1, HB bbc, 
bea, FE, elb) Sole) lel— e WE. 

命题 2.3.5 AETA, peHALNESM, Æ 440 
上 ， 如 果 命 | 

| Ble +1) = pla) + in, Wa€ A, EC 

这 里 数 pw 之 lel, Ms 4 十 C 上 的 正 泛 函 。 

证 。 只 须 对 4 十 C 的 任意 正 元 《ae 十 1)， 这 里 acd, LE 
C, 证 明 pola) + Xp > 0, 

显然 ,a* 二 a,4 一 1。 用 {1, a} 生成 ALC 的 交换 c*- 子 代 
数 B = CQ), FH Ata) SO, Vee O, HMMs HEH ALC 
的 元 是 没有 逆 的 , 因此 有 nO, HG cl 一 0。 从 而 a> 0, 

如 果 a 之 0 或 者 lef 一 0， 立 见 ela) t+in Sd, SB 
ps 所 0， a = a; — Gy 这 里 a4, 6-€ Ay, a*a = Ô, 并 且 
a #0, 于 是 inf{eCe)|*€ Q} = — late Mitt. 

0 <2 + inffla(e}[2€ Q} = 2 — llah 

<å — lol pCa ) < [loll {hp + pCa.) — ofa_)}, 

RIH pla) + tw > 0, TERR, 

R236 如 果 P 是 c*- 代 数 4 上 的 态 , 令 

la -+ 1) = pla) + 1, Weed, 2€C, 
+ 87 。 


则 5 是 ALC 上 的 态 , 且 是 P 的 扩张 ， 

命题 2.3.7 设 4 是 <*- 代 数 ; 则 其 态 空 间 22 是 4* ee. 

证 ， 对 任意 的 grs pme, EA 16 (0, 1)， 要 证 明 19,+ 
(1 一 1)p:e HF。 对 任意 的 > 0， 取 sk 4;， lai < 1， 使 得 
pla) > jol — s =1— e. 今 依 命题 2.3.4， 

1 > lp, + C1 — ADeall 

= sup{2@.Cb) + (1 — 2) lee 44, [oll <1, 6 > a} 

> rela) 十 (1 一 1)supfea(5)12c As, lB <1, b 2 a} 

= acl —e) + (1—12) 
e>0 是 任意 的 ,因此 ig. 十 《1 一 1)9:e SY. TE. 

定义 2.3.8 设 4 是 c*- 代 数 ，5Y 是 它 的 态 空间 , RS 的 端 
Ady AMMA HAS KI P = P(A), 

命题 2.3.9 设 4 是 有 单位 元 的 交换 <*- 代 数 ， 则 ?是 4 的 纯 
DHERA, P? 是 4 的 非 零 飞 法 泛 殴 。 

证 。 设 Moi, 由 于 4 是 4+ 的 线性 包 , 只 须 对 任意 固定 的 
abé A+, 证明 elab) = ple)p(5)， 如 果 pla) = 0, H Schwa- 
rtz 不 等 式 

lolab) |? = | pCa’? + a'7b)|? < pla)plbab) = 0, 
Alt, plab) 一 0 一 p(ajpf2)， 所 以 可 以 假定 
1>p(a) >0, leat, 
& pil-) = pla) oa); aC) = pl 一 ac) p(tl —4)-), & 
见 ps hE F, UR p= pla)pi 十 (1 一 pla))ps. 但 是 纯 态 ， 
Bik, p= p = ps BIA pab) = e(a)p(s). l 
RY, ReRALMIESRECR, BR poer. 如 果 有 
ps PE S BRIE, 1), E% 
p 一 14p 十 (1 一 1)m， 
对 任意 的 二 好 EA4， 有 
1 pH?) 十 【1 — AaB) = pF) = 0h) 
= [2 PCA) 十 《1 一 1)p(AD)] 
由 Schwartz RER, PY Sa), i= 1,2, 于 是 


0 = — [2 mlh) + (1 — Mp 
+ 4 p(k) + C1 — a)l) 
= — [VoF + (1 — 1)'e.(4)? 
+ 22(1 — A)p,CA)p.Ch)] 
+ pA + (1 — A)p,CA)? 
= ACL — Jeli) — (ADT. 
ME. al 一 24). Hil, = pi =m, Me Bom. iH. 
命题 2.3.10 设 4 是 c*- 代 数 。1) 如 果 P 是 4 上 的 纯 态 ， 则 
P 可 自然 地 扩张 为 44C 上 的 纯 态 5， 即 令 aO) = 1; 2) 如 果 
5 是 ALC 上 的 纯 态 ，p = 二 pld, We =o REX A LIAA. 
w. 1) WA ALC 上 的 态 As ê RM 21¢(0,1), HA 
5 一 4B 十 (1 — 1). 注意 
1= fell <alal|4ll + aalala <1, 
因此 , 所 限 于 4 仍 为 态 , :二 1,2. 但 ?是 纯 的 ,从 而 e= ald, 
i=1,2 又 成 一 页 (1 一 页 (1 一 1， 所 以 ,7 一 页 一 万 
Bh >) ALC ERISA. 
2) 易 见 P = 0 的 情形 是 可 能 的 . Sik pxo MRA 
lel < 1。 依 命题 2.3.5， 
Dla + u) = 1° pla) t+ u, Vale A, KEC 
E 44C LWA, HA = 48 十 (1 一 4) 加、 这 里 所 是 4A4C 
LAGDE, E als = 二 0. 这 使 与 上 #5 是 4 十 C 上 纯 态 并 县 
e +0 相 矛 盾 。 所 以 是 4 上 的 态 。 
进而 如 果 有 4 上 的 态 py p; 及 数 AE C0, 1), 使 得 p= 二 4p 十 
《1 一 2)e。 把 mm 自然 地 扩张 为 ALC 上 的 态 , 又 5 是 纯 的 ， 
AW p 一 关 一 p， 即 是 4 上 纯 态 。 证 毕 . 
”命题 2.3.11 设 4 是 有 单位 元 的 c* -代数 ,下 是 二 的 包含 单位 
TRETZE ac E, A ac E), W 
f EE LWA, BD f Æ E LRH C) 1; } 
Ka*) = f(a), Yoc E; 以 及 fla) 20, Yat ENA, 
则 1) F 的 任意 元 可 以 扩张 为 4 上 的 态 ; 


oo 
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2) F 的 任意 端点 (显然 F 基山 集 ) 可 以 扩张 为 4 上 的 纯 态 ， 

证 ，1) 设 f€ PF 对 任意 的 4 二 所 &E， 由 于 EE 中 存在 大 
于 或 小 于 六 的 元 《 例 一 All sa s lla), UR 4, 是 锥 《命题 
2.2.4), 我 们 可 以 这 桩 地 把 f 从 E 开 拓 到 E 二 [加 LK, MR CA) 
满足 

sup{f(4) [6 = b¥€ Eb GA} f(A) < inf {Cele 
=c*E Ec Shh 
我 们 说 了 仍 将 为 EHA ERAN, BPA (a 十 28)€ 4,, 这 里 
a€ E, Birth f(e 十 2%) 之 0。 当 1 和 一 0， 这 不 待 言 ， 因 此 可 
设 1 送 0。 显然 =a, 1 一。 WH >00, AS — ia, 
依 fCA) WEN, (A) > — Aya), Ml fla 十 28) 之 0;5 如 果 
a<0, 4S — Ata, MR (CA) BEX, I4) — Ca), BI 
fa 十 4%) 之 0。 Ast, te E 十 [ 科 LA. 如 此 手续 继续 了 
去 ,由 Zorn $822, 了 便 可 扩张 为 4 上 的 态 。 
2) 设 f 是 .多 的 端点 , 令 
L ={pE 7] P RF E =f}, : 

依 1) L EES AS 是 AHS * ROR, , 依 Krein 
Milman FE, L 至 少 有 一 个 端点 p。 现 在 只 要 证 明 e 是 4 的 纯 
AS. BA MaE, 及 数 i€ (0, 1), 使 得 p= ilp t+ (1 
De. 显然 h= plEEF, i= 1,2. X iht (O ahe 
elE=f, 但 了 是 多 OMA A, f= f= h BH, ome 
L. Lok 的 端点 ， 从 而 p= m= m NeR. 
证 毕 . 

系 2.3.12 设 4 是 c*- 代 数 ,，8 是 4 的 c*- 子 代数 ， 则 8B 上 的 
每 个 态 或 纯 态 都 可 以 扩张 为 4 上 的 态 或 纯 态 。 

事实 上 ， 时 上 的 态 或 纯 态 可 扩张 为 BC LA ARR A 
(2.3.6 及 2.3.10)， 继 而 又 可 扩张 为 44C 上 的 态 或 纯 态 (2.3.11)。 
再 依 命 题 2.3.10, 限制 到 4 上 即 为 所 求 . 

注 。 如 果 4 有 单位 元 ,8 包含 4 的 单位 元 , 依 命 题 2.3.3、，B 上 
每 个 态 在 4 上 的 保 范 扩张 必 为 < 的 态 ， 
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BM 2.3.13 设 4 是 <+- 代 数 , ASA CA, 如果 AE ah), 
HH 1 闪 0, WEA Lia p 使 得 p(h) =A, 

证 。 考 虑 4 十 C，2 仍然 是 4 作为 4 十 C 元 的 谱 点 。 用 {1， 
AY 生成 ALC 的 交换 c*- FRA BX C(O), TRA CQ, 使 
得 A#) =A. 定义 f(b) = KD (VbE B), WRB EH HA 
《命题 2.3.9). FR 2.3.12, HAP RA 44C 上 的 纯 态 AeA 
命题 2.3.10 及 AA) =h) =A 0, WN p 二 p14 RBZ 
求 。 证 毕 ， 

$. MRE AAA AYER AAO 

F 2.3.14 设 4=h*€ A4, 则 有 4 上 的 纯 态 ps 使 得 1p(5)|= 
lèl 31, lal = sup{ lol) lee P} ; 

K 2.3.15 4 acA, 使 得 pla)20, Vee P, W a€ 4,, 

在 第 一 章 $ 8， 我 们 讨论 过 VN RA EREZA ERI GNS 
构造 ， 同 祥 的 做 法 ， 可 以 对 c*- 代 数 进行 。 由 于 这 个 构造 的 重要 
性 ,我 们 再 详细 地 叙述 一 下 . 

定义 2.3.16 BAB -RM, iz, A) 称 为 4 的 一 个 * 表 
AR, te CC 是 Hilbert 空间 ,而 x 是 4 到 BOSE) HR * A, R 

xla + ub) = zla) + pr(b), alab) = x(a)a(b), 

xa") = x(a)* 

Va, bEA, 2, KE, 

DORA FC, E AE E DR, 则 称 二 为 这 六 表 
ARIE A ARIS * 表示 是 循环 的 . 

RA {r， EO} 称 为 忠实 的 , 指 二 是 一 一 的 . 

两 个 * 表 示 {ni, Hi}, 二 1, 2， 称 为 西 等 价 的 >, BAL, 
到 儿 上 的 酉 算 子 x*、 使 得 

um(a)u = mla), Yag A, 


SA 23.17 设 {x, Æ) E ARKADER, 则 lell < 
1, HE « IRER, Borla) 是 中 中 的 正 算 子 。 VatA., 此 


1) 今后 也 记忆 {ms KH ISlr» Xah. 
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外 ,如 果 = 还 是 忠实 的 , 则 = 是 等 距 的 ,并 且 x 也 是 反 保 序 的 , 即 若 
ala) EO 中 的 正 算 子 ， 那 么 a€ Ay, 
YE. ZR AGC, HS x(1) —le, Bik. 可 设 4 有 单位 元 
， 并且 x(1) 一 18g。 于 是 oCx(o))Cola)，Ya& 4。 进而 对 任 
nt A= AEA, 

l(a il = sup{]a] |2 € ox CH))} < sup{ |4|14€ eF = [All 
Skits æla)? = llxCa*a)| < la*al = Hal, Woe 4, BD lell 
1。 至 于 zz 保 序 是 显然 的 . l 

今 设 z* 是 忠实 的 。 如 果 leex(4), MB ce 4, EA 
xfKe) 一 1w， 这 时 易 见 “是 4 的 单位 元 。 如 果 le &e(4), BS 
44C, #4 Al = 1y, 总 之 可 设 4 有 单位 元 1， 并 且 x(1) 一 
le. 现在 仿照 命题 1.8.13 的 证 明 、。 即 见 x RR RH BS, 
证 毕 . 

今 设 4 是 c*- 代 数 ，p EY, & 

3。 = {a€ Alpla*a) = 0}, 
它 称 为 p 的 左 核 。 由 Schwaz 不 等 式 , 易 见 3, 是 4 的 闭 左 理想 ， 
设 

s 一 5 一 6 十 3， Ve€A 
是 作为 线性 空间 的 4 到 其 商 线性 空间 4/9, SOE ee: 并 在 
A/s, LEX 

(aps b,) = p(b*a), Wa, BEA, 

易 见 这 是 可 以 定义 的 , 并 且 为 内 积 , 依 此 完备 化 , 得 到 Hilbert 空 
EE, 对 任意 的 ec4d: 令 

x (a)b, = (ab), VEE A 

由 于 在 4 中 ，b*a*ab < ljali", 于 是 
læola)b, l|? = p(b*a*ab) < jeli l, VOE A. 
Rit, rla) 可 以 由 413， 唯 一 地 扩张 为 OC, 中 的 有 界线 性 算 
子 , 仍 然 记 以 nla) ABE, (rp Æp) 是 4 的 * 表 示 . 
命题 2.3.18 设 4 是 <*- 代 数 ，peE 2 . 
1) p 产生 的 * 表示 是 第 环 的 , 即 有 EC, E lA), 


Ce, PRIA Eo 还 可 以 这 样 地 选取 , 使 得 
x, (ai, = gp pla) Cala Ep ERs Va€ A; 

2) bP ALC 上 自然 开拓 的 态 ，{xs， Os} BSP 
AM ALC ER, WA, 到 A, LART u, E 
un, (au~ = wala), Wa€ A, 

证 。 定义 ua, = op (Ya € A), Bile FIR EK, BH; 
中 的 等 距 自 子 ， 

依 命题 2.3.4 ， 可 取 a€ da, lad 所 1， 使 得 pf(e) -> 1。 
Xk Schwartz ABH, plan) = Alan) S pla2)? <1, Ait, 
Can) > 1, 从 而 多 (1 一 on》) 一 0. BIE E, th, w(a,), > Ly, 
因此 ”是 2, BA, 上 的 两 算 子 。 由 于 wxs(a)bs = (a6)s= 
x;(a)b, = agla)ub,, Ya, bE A, TjW, ux, Caju = x(a), Woe 
4, FoR 5, = «"|s, BIHE. 

命题 2.3.19 RAE ce*- 人 代数， ACH, EH 

sup {p(e)|p€ A} = lall, Vee 4., 
则 
{rea R DOr, Ha =m zor.) 


是 4 的 忠实 的 * 表 示 。. 
证 。 对 任意 的 a€ 4 ， 依 命题 2.3.17 及 2.3.18 
lal? 2 xa Co = sup{llroCa*a) lp A} 
> sup {rp(a*a)t,, Eple E A} 
= sup {p(a*a}| pe A} = hjall’, 
因此 ,lell leslo). 证 毕 。 
注 。 由 系 2.3.14。 AJUE ZP, F, RET 的 任意 ol 4*， 
A) RRS. 
定理 2.3.20 MA c*- RRS Ss WTI Hilbert 
空间 GE" 中 的 c*- 代 数 ( 即 为 BCE) 的 一 致 亲 光子 代数 )。 
命题 2.3.21 BAE c*-RRM, (x, A) ERR. 
1) WR r AMAR ET elo) 一 《x(o)5 §) (Woe 4), H 
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{x, 2} BSF e 产生 的 * 表 示 (zp, H,)3 
2) 存在 ACY ,使 得 (x, HVS, Hh, pt A, 
SFRAHAM. 
证 。1) 令 xz(a 站 一 so， 则 * 可 扩张 为 RE, bw 
算 子 ， FEB un(a)u* = x(a), Wat A, 
2) 由 Zom #2, 可 写 
CE pa DOF BF, 


这 里 Æ, =a(ADh, WIE A, B x(a)E=0, Vee A, EE Hs, 
对 每 个 LEA, & pila) = (alo), Es Voed, BYR $ 
的 范 数 , 可 以 认为 oH, Hit, A= {phlé A} WERK, ÜE 
毕 . 

下 面 的 命题 可 以 看 作 Radon-Nikodym 定理 的 一 种 说 法 . 

命题 2.3.22 ig, dk c*- RR 4A LWERR.HR ese, 
Bl gla) << pla), Vae4,, WHER—H EnA, 05 
esi, 使 得 

pla) = Cra) Eps Eo), Wee A 

这 里 (xo, By, Ee) 是 由 产生 的 循 还 * BIR CAN dir BH 2.3.18), 

Hh AS, WATS 4/9 ELEM 

Lap, Sy] = [ma )Es, r b)E] = pCh*a), Wa, bE A, 
由 于 p<, llas, bel] S jlag} k lal, Ya, bE 4, FA we Aa RE 
一 的 “6 BOGE a), E 

plb*a) = Ct aCaéy, rab)Es), Va, b€ A, 

其 余 证 明 与 引 理 1.10.1 相仿 。 证 毕 ， 

现在 讨论 万 米 泛 函 的 直 交 分 解 ， 特别 可 见 4* 是 So 的 线性 
a, 

设 4 是 c*- 代 数 ,， X= {ee d*}e SOB lel <1}, 依 弱 * 

拓扑 oCA*, A), BIRXBK Hausdorff 空间 ， 记 R(X) 是 XX 上 
实 值 连续 函数 的 全 体 ， 当 ak 4 (一 4 的 自 伴 元 全 体 ) 了 时， 定义 
alp) = pla), YpE X, Wh a(-)E R(X), RAR23.14, 2.3.15, 
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aal) 是 4 到 RCX) 中 的 等 把 ( 即 loll = sup loCo)i)s 1 


序 ( 即 如 a€ 41， W alp) = 0, YpE X) 且 反 保 序 ( 即 如 o(p)> 
0, Wee X, Wl a€ 44) RRR. 

今 若是 4 上 的 厄 米 连续 线性 泛 函 ,; 即 fe 4*, HEP 7, 
这 里 六 定义 为 : fe) =F), Vae Ad. FE, lfl = 时 FE。 
fl4, 也 可 以 看 为 R(X) 的 子 空间 {aC lac 45} 上 的 连续 证 函 ， 
保 范 扩张 为 R(X) LAER F. KAR Riesz 表示 定理 ,可 写 

F=F,—F. lEI = Fai) + (FH. 

这 里 Fs 是 R(X) 上 的 正 泛 函 。 当 把 Fa 限于 {allat 45} 
时 , 便 得 到 4, EMIEM Mf. SA ts 可 自然 地 开 攻 为 4 上 的 正 
ZA, Midst. FE. j= fe fe. 此 外 , tel = fla = 
WF = WPF + Fl, AR Fal = Well, A IA = 十 
-ll. 

上 面 的 这 种 分 解 , 称 为 厄 米 泛 函 f 的 直 交 分 解 。 今 证 明 这 分 
解 是 唯一 的 ， l 

依 命题 2.3.18， 对 每 个 pEX， 可 以 产生 4 的 循环 六 表示 
{rn,, H os Eo}, #E pCa) = (x, (a)é,, E> Vaed, & 

z= DOr, C= DOF, 


W fr, A) BAMREM* RR. 命 M = cl 4)", CEE 
中 的 vN 代数 。 无 妨 设 Wal, FH foe X. WRid =F, 
则 fla) = Calar, E1) Vac 4。 自然 地 把 f, fe 扩张 到 好 之 
£, BE , 
p(B) = CB Eas Bade KE) = HCE) — £0), VEEM 
(这 里 把 4 与 x(4) SAEK). 依 Kaplansky PEER, fe 
扩张 到 M 上 后 范 数 是 不 变 的 . 另 一 方面 ,jj < Wille < Wheat 
本 -jx = Il + yell = Well, EE 

Hix = fa Was + -ila 
这 里 ffllas lalu EFR fs fe 扩张 到 M 上 的 范 数 ， 今 依 定 理 1.9.8， 
便 得 到 
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EM 23.23 设 4 是 c*- 代数 ，f 是 4 上 的 厄 米 连续 线性 泛 
BAB fe 4*， 并 且 Iot) = fle), Vee 4， 则 存在 4 上 唯一 的 
JEZ fa. f-, 使 得 

F=f — f-o WA = deel + All. 


系 2.3.24 AAS 的 线性 包 。 
注 本 节 见 参考 文献 [39]，[102]， 


§4. Ue i cS -RA 


命题 2.4.1 设 3 是 -代数 4 的 左 理想 ， 则 有 了 网 {ejcos, 
使 得 
di€ das Id ill, de Sdr, Wil 
led; — xl] -> 0, We 3, 
证 . 令 4 是 38 的 有 限 子 洁 全 体 ， 依 包含 关系 ，4 是 定向 指标 
集 ， 对 任意 的 1 一 {rtt n) EA, A 


Ay = > xxi, dy = nhl + nhy. 


Tio, 
ER, his iE NA a <1, 

如 果 r>, PAS? = {x1, ters teh, = fxi wes tm}s 
这 里 mee, 69, 1<i<m. Bit, (t+ )<(t+m), 
依 命题 2.2.9， (+ + hi) > (+ 十 br). 又 4 (+ g hv) > 
(en) ma (Lea) E (Crm) a 

d4=1 -i(t +a) <1 一 十 (二 thy) = dy. 

今 设 l= (x, zn}€ 4， 由 国 数 表示 易 见 


ICL — DAC — al = Nant + ahh < ro 
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男 一 方面 ， Cah — d) = >) id) "Gil ~ 4), 
因此 , le idl (2S 2), Ki Sn 

对 任意 的 xk8 及 日 >0,， 取 1e4， 使 得 tEh, 及 和 .> 
(487), BOR, |e — ral < e, Vik. TER, 

定义 24.2 HAR c*- RRM {4d1}C4 如 果 满 足 

dE Ay, ldall S1, d&d, VICI, 
lad; — al} — 0, lda — al > 0, Veed, 

则 称 {21} 为 4 的 一 个 逼近 单位 元 . 

在 命题 2.4.1 h, WRG 8 二 4， 即 见 

定理 2.4.3 ”任何 的 c*- 代 数 至 少 有 一 个 逼近 单位 元 。 

命题 24.4 设 4 是 c*- 代 数 , {4i} 是 4 的 逼近 单位 元 。1) 对 
每 个 pe HY, A lim pldi) = lim ed) = 13 2) 如 果 4 无 单位 
元 ， 则 ALC 上 的 c*- 范 《 见 命题 2.1.2) 可 以 这 样 表达 : jz + 
Ai) = limiiza + à dr) = lim Wax + hdi, YrEd, ice 

证 . 1) 4 acA, fell <1 时 ,由 Schwartz 不 等 式 

1 2 pldi) > pldi) > edi)e(a*a) > | (dja)? > [pCa) 
AMR a, lal <i, EE ip(s)| 任意 接近 lel —1, HA 
limp(41) = lim pCa) = 13 
2) HER s > 0, 可 取 ye A, yl <i, HB 
fle -+ al & flay + ayh > lle + al] e, 

由 于 dy 一 y， 因此 了 充分 大 。 

lz + all > [Ce + ah > Ce + ayd > Ix +All e, 
RIA le + all = lim fxd) + Adil. WEHE, 


定义 2.4.5 设 {x, GE} 是 c*- 代 数 4 的 * 表 示 ，{xCa)#| 
o€ 4, EEZ) KRHATS (CH), RAKADWART 
空间 ， 如 果 本 质子 空间 就 是 CO, 则 称 该 表示 是 非 退化 的 ， 

显然 ,本 质子 空间 的 直 交 佘 是 表示 的 零 空 间 , 即 {zka)lec4， 
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EC LOY = fye LE alaj = 0, Va 4}, Aub, IRE 
WEB MEENA, it <(4) 的 弱 算 子 闭 包 是 OF 中 的 xN 代 
A. 

命题 2.4.6 WAR c*a AATE l E h} 
BARKER, WBA TIE, (2) —> p, KE pE A Ble 
的 本 质子 空间 上 的 投影 。 特别, 当 {x, OE} AEB, ed 
i, 

HE, RAR L210, wd) bp = sup ad), 9 是 表示 


的 本 质子 空间 , 当 ye H 时 ,zl4)y = 0, Yl; Ace, Pn =0. 
B—A WER ace A, FE LO, IleCd aE — wa Ell < lE 
Ida —all—>0, At, pr(a 辣 一 za)5。 Mitt, PE 一 2. 
证 毕 ， a 
注 。 如 果 {4, 8,2} 是 4 的 循环 表示 ，| 引 一 4， 依 命题 
244 BH 24.6, pC) = Cal JE, EES. 

命题 2.4.7 mob -*-RRANARWER, W S H 
算是 圭 闵 的 , 即 9* 一 3. 

和 证。 依 命题 2.4.1， 有 了 网 {djC3， 使 得 对 任意 的 se 9, 
adı >a, 于 是 l 

ass 一 a*|| = Cad) — aX" = ||ad; — al] > 0, 
由 于 dac 9 及 9 是 闭 的 ,因此 ，e*€ 9，VYu& 9， 证 毕 ， 

今 设 4 是 c*- 代 数 ，8 是 4 的 闭 双 侧 理想 ， 依 命题 2.4.7 及 商 
i, AM 4/9 是 Bansch* (CRM. . Hid 是 3 的 逼近 单位 ， 
a 一 8# 是 4 到 4/9 上 的 正则 映 象 ,我 们 说 对 任意 的 ec 4、 有 

lali = lim llad, — al 


事实 上 ， 对 任意 的 DES, 由 于 bd 一 5 
Tim llad; — ajl = lim leg —a+ bd; 一列 


= tim Ka + AO — aD < lla + af, 
Ait, Emad, — al < lal, 又 由 于 od € 9, 
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lall = lim llad; — al} > lim ljadi ~ all > ial, 
i i 
Fst, lal = lim llad; 一 al, Wae A, 


今 对 任意 的 a€ 4, 669, HF bd 一 
lah? = Hie [lady — all? = iim | (e — adi)*(a — adi) 


= liml(l — di)a*a(1 — d) 
= imh — di)a"a + 6)C1 — di) 


< lla*a + all, 
Ade. Izl < hatal < ICa". all, SETA, (all? = Nca)*- 
al, Vee 4。 从 而 我 们 有 

定理 24.8 设 4 是 <*- 代 数 ,3 是 4 的 闭 双 侧 理想 (8 UR * 
运算 封闭 ), 则 478 也 是 c*-RRCRPGR, RER* 运算 作 自 
然 的 理解 ). ; 

命题 2.4.9 OK c*-fRAR c*- RRB PHBA, Bl 
OCA) 是 吾 的 c*- 子 代数 。 特别 、 如果 le, A} BAN RA, 
则 (A) EE 中 的 c*- 代 数 。 l 

证 。 由 定理 2.3.20, 只 须 证 后 一 情形 .8 = {a€ 4|x(a)=0} 
是 4 的 闭 双 侧 理 想 ， 如 果 命 ala) = anla), WIE AlS, ac, Til 
dz, 2} 是 cr- 代数 4/9 BREER. 依 命 题 2.3.17， 
“(4) 一 (419) BE 中 的 c*- 代 数 。 证 毕 . 

命题 2.4.10 设 4 是 c*- 人 代数, B 是 4 的 c*- 子 代数 ，3 是 4 
MOA MFA, WCB 十 9) 也 是 4 的 c*- 子 代数 . 

W. ik aa 是 4 到 4/9 上 的 正则 映 象 ， 它 也 是 六 同 杰 。 
于 是 依 命题 2.4.9, = {$15€ B} 是 4/9 的 <*- 子 代数 。 

我 们 只 须 证 明 〈B 十 9) 是 4 的 闭 子 集 。 设 rnr, 这 里 
x,€(B+9), Va, 于 是 2,2, (HEH B= (B+9) 是 
4/9 的 c*- 子 代数 ,因此 .*e5， 即 xe (B+9), 证 毕 。 

命题 2.4.11 设 4 是 c*- 代 数 ,3 是 4 的 闭 双 侧 理 想 。 如 果 P 
是 4 上 的 态 〈 或 纯 态 )， 并 且 ，p(8) = {0}, fr p) = ala), 


= 99 « 


Vaed/9, až, Mp 419 上 的 态 (或 纯 态 )。 Ra, MRE 
是 A/D LERGA) WA 4 上 唯一 的 态 《 或 纯 态 ) p， 使 得 
eC) = {0}, pla) = f(a), Vat A. 

证 . 设 ? 是 4 上 的 态 , 量 pC3) 一 {0}， 于 是 可 以 定义 a= 
pla), YE 4/9, a€. 易 见 5 是 4/9 EWE, AH 18* 
(4)| = |p(a)| S el, Yaca, lal <1. 另 一 方面 , H ac 
A, all <1 Bt, tolol = a <llal, & leol ERE 
近 Neil =1, BIB 上 外 = 1， 了 从 而 5 是 4/93 上 的 态 . 

Bz. eE 419 EAA, 定义 pla) = H(z), Vee A, BH 
见 p 是 4 上 的 正 泛 函 ， 且 ofS) = {0}. RATETIE, Ble 是 
4/9 EA. 但 上 = 一 1， 因 些 ，llol= 1， 即 是 4 上 的 态 。 
至 于 P 的 唯一 性 是 显然 的 ， l : 

Sik e A LIRARE p(8) 一 !01、 依 前 面 , 5 是 413 
上 的 态 。 如 果 有 4/9 LRA, & RM IEC, 1)， 使 得 5 一 
25, + (1 一 å)a. WHEE, Ua. 有 4 上 唯一 的 态 mw， 使 得 

piC 9) = {0}, pila) = ofa), Val A, 
i=1,2, BM p 一 1p 十 (1 一 1)m， 但 P 是 纯 态 ， 因 此 ，p 一 
p= m., BM =A, Bs 4/8 上 的 纯 态 . 

最 后 设 5 是 4/9 上 的 纯 态 ， 于 是 有 4 上 唯一 的 态 p， 使 得 
pf3) 一 {0}, pCa) = (2), Vee A, 如 果 有 A4 上 的 态 Pis aR 
f ae 《0, 1), 使 得 p 一 2p 十 (1 一 2)m。 对 任意 的 ce ON 4s, 
由 pla) = 0， 可 见 pia) 3 Pa(a) =0. 进而 PIC3) = pC) 
={0}, HE, p= + (1 一 475 但 Ë EST 因此 ， 
5 二 Bb 二名， 进而 om a= ma 即 是 4 上 的 纯 态 . 证 毕 . 

注 本 节 见 参考 文献 [18]> {39], [54], [102], [103]. 


§5. 单位 球 的 端点 与 单位 元 的 存在 性 


定理 2.5.1 设 4 是 c*- 代 数 ，5 一 {at Alef <1} 是 它 的 
MR, eS, Wee SHMAGERS 自然 是 4 的 凸 子 集 )， 必 


e IDD 。 


AAR, 
《1 — x*x)ACL — 2x*) = {0}, 
这 时 ,* HEARD SPB, BY +*x 与 xx* 均 为 投影 。 

”证 。 设 * 是 5 的 端点 .。 首先 证 明 x**x 是 投影 。 AAR, M 
x*+ 生成 4 的 交换 c*- 子 代数 B= CoQ), WA 4€ 89， 使 得 
“x(t E 《0, 1)。 依 连续 性 ，、 有 46 的 开 邻 域 U(CCO) 及 ec (0, 
1)， 使 得 

- 0< rtre) <il — e, viéU 
取 dee Co(Q), HR 
0< di) <1, YEO, dt) =1, dAU) = {0}, 
又 设 Ocal, HB 2 +a Se, Fe 
x*2@)(<1), WRU, 

< a +P — e)(<1), Vreu, 
Prk, MRR ce B, E (A 二 and), Vee OQ, WEAF rr 与 
c ERR, letre = IC te))*G@C te) = te} 


xx <1, Sam 4G + xe) + -E Ce 一 xc) 而 * 是 3 的 中 


点 ， Ab, re = 0, xtxe = 0。 这 便 与 *#z(t) + c(t.) 一 g*r 
(4) > 0 相 和 矛盾 ， 所 以 ，z*x 是 投影 , 同 证 xx* 是 投影 . 
id rtr = p, rž =q, MR y€ (1 一 9)4({1 Pp), DIS 
1, W gy=0. 于 是 0 = y*qy = (e*y)* > (x*y), A, r*y= 
0. 从 而 由 定理 2.3.20， 
leyli? = Iy) Coty = x*x + y*yi 
= lpr*xp (1 — Pp)y*yCL — P) 
= max {ljz*zll, iy <1, 


@s-LGtyt1G—y, Re SAMA, BILL y= 
0, BP (1 — xx*)A(l — x*x) = {0}, me 
Bz ike Me (1 一 x*x)A(l1 一 xx*) = {0}。 FE. 


0 = x*(1 — zr)x(l — x*x) = x*r(1 — 2*x)', 


0<(1 + qd(t))'x*e (2) = { 


*jO]* 


At, o(x*x)C{0, 1}， 即 x*z 是 投影 。 同 证 xz” 是 投影 。 记 
PH=x"xs, g=xx*, 由 于 (xp — x)* Cre — x) = pr*rp—pr*z— 
x*rp + x*r = 0, Ak 
zp =x, px® = x*, (1) 
MRA «of 66S, R260, 1), 使 得 x 二 Xa 十 (1 一 4)6， 
于 是 ,PP 一 x*xp 一 Xx*ap 二 (1 一 4)x*bp.。 HO), Pe x*ap = 
x*op .PP， 因 此 ，{P, x*ap, x*op} 可 生成 有 单位 元 的 交换 c- 
子 代数 。 再 由 函数 表示 可 见 
P = x*ap = x*bP, (2) 
ER x F (2),F7K O) 有 
x = qap = bP, (3) 
H (2), (3), Pa*gap = pa®x = (x*ap)* = f, 所 以 
1 & ||pa*opl| = lipa*gap + pa*(t — 9)apl 
= lp + 2401 一 9)apl， 
但 pa*(1 一 9)ez 是 有 单位 元 ?的 c*- 代 数 PA4p WED, Aik, 
Pa*(1— q)ap = 0, BU (1 一 g)ap = 0, of = qap. KC), 
x= ap, (4) 
Be=Act+(b—Aayb, 有 7 一 2c + (1 — ijd, 这 里 y= x*, 
c= a", d= 6%, 由 于 y*y 一 49; yy* =P, 用 {y c,d 94, Pt 
代替 {x, e, b, Psg) EA O) 的 过 程 ， 可见 y= eg, BI 
z= qa, (5) 
H OALE aA e) {0}, RER G), 
(4), (5) 
f a = af + ĝa — qaf = rx, 
进而 ,x = 4 一 5 即 x 为 $ 的 端点 。 EE, 
系 2.5.2 如 果 c*- 代 数 4 有 单位 元 ， 则 其 单位 元 必 为 其 单位 
FR S 的 端点 . 
定理 2.5.3 设 4 是 c*- 代 数 ,$ 是 其 单位 球 ， 则 4 有 单位 元 ， 
SMERA, S 至 少 有 一 个 端点 . 
iE. WEERA 2.5.2 立 见 。 RZKS 有 端点 zx。 Q vam 
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如 ，xxzx 一 4 及 !{q 是 4 的 通 近 单位 元 ， 依 定理 2.5.1，(f1 一 9) 
4(1—?)=0, Vi, 因此， 
dı —> P +q4— qt, 

易 见 。 二 ?十 9 一 9p 将 是 4 的 单位 元 ,证 毕 . 

命题 2.5.4 设 4 是 c*- 代 数 , S 是 它 的 态 空 间 , 则 4 有 单位 
元 , 当 且 仅 当 , Z RR * 拓扑 oA", A) ERD. 

证 .必要 性 不 待 言 。， 友之 设 4 无 单位 元 ， 我们 来 证 明 2 不 
是 of A*, A) 紧 的 , 只 须 证 明 0€ FF 的 lat, A) Fi). 
于 是 要 对 0 的 任意 oC4*, 4) BR U = UO, a Sas 8), 
EA UNF +D, BEAR A, 的 线性 包 ,无 妨 设 we 41i, 1S 
i $ a= a tet tag, 只 要 证 明 UCO, 8, DNF ® D, 
KEM 2.3.20, Bk ACB) ( 某 Hilbert 空间 )。 HEA 
OF 中 是 非 退 化 的 。 既然 4 无 单位 元 ，se4， 从 而 “在 44€ 
《这 里 1 = 1g) 中 是 无 逆 的 。 由 此 , 存在 be a, ell = 1, 使 
得 《ass <E, > pl-) = CEs ED, OMS OS: a 
此 ， e€U0,a, ENS. EH. 

命题 2.5.5 如 果 4 是 无 单位 元 的 。* RR, S RUNES 
È, M 

F* = Cof0, PY = {p€ A*|o 20, lip <1}. 
这 里 P ES 在 4# 中 的 of 4*, A) A, Col F 是 全 
在 4* 中 的 o(4*, 4) AB. 

证 ， RA, RARE ALC LARREDI 依 全 
Bi 2.3.5, ŽA = [pec A*|p 20, A lpll <1}. 依 命题 2.3.10， 
Bid ={0, 5H}, Bit, 由 Krein-Milmann 定理 ，Col0， PY = 
{e€ A*|p>0, A lol <1}. 在 命题 2.5.4 中 ,已 证 0€ 7, 国 
hh, Cof0, PCZ. LEA, F Cipt A* p20, H PES 
1}. AMEE. 

注 APWSS rw (511, L103]. 
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56. 迁移 定理 与 不 可 约 * 表示 


定义 2.6.1 RAE ĀRA, r, A) 是 4 的 * 表 示 ，{x， 
OF} 称 为 代数 不 可 约 的 指 如 果 oF 是 如 的 线性 子 空间 、 使 得 
Aa EN, Yat 4, FES, MW OF = {0} RO. ix, &} 
称 为 拓扑 不 可 约 的 , 指 要 求 前 面 的 .9" 是 闭 的 . 

显然 ;代数 不 可 约 必 然 是 拓扑 不 可 约 的 。 但 本 节 中 ,将 指出 两 
者 是 等 价 的 . 

命题 2.6.2 ARAA 表示 (x, OC} 是 拓扑 不 可 约 的 ， 
HER, (4) E BE) DEER TAM. 

证 , 设 {x, OO} 是 拓扑 不 可 约 的 , 则 x(4) 不 包含 异 于 0， 
1+ 的 投影 , 所 以 ，r(4) 一 C，x(4) ”= BOS), 44 r RABE 
化 的 ;因此 ，r(43》 在 . BOO) PRATA (定理 1310). Re, 
如 果 zr(4) 在 BOO) PRATA. AR (4Y 一 C， 因 此 ， 
{x, Of) 是 拓扑 不 可 约 的 。 证 毕 , 

引 理 2.6,3 设 2 是 Hilbert 空间 ， 5 ne GE, I<i<n, 
并 且 (Ei, 与 ?一 bus Wisi, WHE be BC), 使 得 


bEjy= nig 1Si<a, PS2 >} ly, 
- + j=j 


此 外 ， 如 果 已 有 Abe BOE), 使 得 bE =m, Sisa, 
则 上 面 的 “也 可 满足 s* =b. 

HL 令 .和 是 由 li os Ens mo 张 成 的 线性 子 空 
间 , 且 {ritis Se} OF 的 直 交 规范 基 , 这 里 mS ss, FET 
B- 


n= Sai KiKa 
jel 


今 取 bE BCE), 使 得 bof = {9}, BKK, BE of W 
Æ {ihein 中 ，5 有 阵 表示 为 
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ey 


对 于 引 悍 前 一 部 分 ， 取 人 一 《0)， 即 见 志 满足 要 求 ; 对 于 后 一 部 
分 ， 令 


Cotta "T" Omp 
由 于 c; = (nis E;) peen (h Eis i > = (Ej, hE) = CEs nid = aij, 
YI j S&a, A, b* =b, 同时 
le = o*d|| = max {|14} [1 € of b*4)} ODN 


= > tè ue 
a > lina ll? 十 >> 2 joj 2 > lrA 


imatl j= 


iE. 
51M 264 设 i 2E Hibe Bi, = >) OW, 
iml 


M = Sore) ( 它 是 OF 中 的 vN 代数 ) .又 设 4 是 


BE 中 的 cr “RRM, ACM, 并且 4 在 对 中 是 弱 算 子 稠 的 . 设 ti& 
BCE), gë A, PHARRRE, Pj 是 OF) 到 lee, 
ne] 上 的 投影 ，1 委 7 和 2， 出 对 任意 的 s>0, AEA, 
使 得 i 
bej = tjej ISi Sn, Pol cet X lazil, 
此 外 ， 如 果 1f =t lpcn, MERRI b EAE 妇 = A, 
a105 « 


ne ee ee s, ey 


fol} << max Tanp. 
ixiqa 
证 , 令 t= DO, P= DOP, Mt, PEM. RPL = 
i=l i=1 


PPE; 的 直 交 规范 基 [ëi ae) Eats 使 得 Ši 属于 某 个 
pe， Vi, 


对 6,> 0, REE 16.1, 有 HEA, HB 
bE; 一 pepe] <6, 1<i<m, ibd < lepli. 
HTM, bgi eee; RERARTRT Ai Vi TH 
依 引 理 2.6.3, 有 ae M, 使 得 
ag; = ppt; 一 bti, 1 Siam, 


lal? <2 >) Were; — 2oEill’ < 2m ei 
i=) 


同样 对 s; >0, A bhes, HE 
bes — atill < es 1 Li <m, lód < lall < Mime 
， 一 般 有 {a0 = pep, at EM, {hos bti}, E 
larg; 一 basill < Ertis lism, &=0,1,°°', 
agg; = ab; 一 bi 1 Siam, R=O,1,°°", 
lill < hal < VZT mez, k= 1, 2,72 Well < loll, 
此 外 ,如果 mj, LSI <a, | 3I 263 RAME LSA, 可 取 
a, = at, bg = HF, 大 一 0，1， 
如 果 设 e, = (2m)-42-*e, 则 lal < 278k = 1,25°°7 FF 
f b= Sh, Weed, 及 | 
t=O 


loll << e+ lep =s + max ,Piripill, 


并 且 ， BE; = lim >> bki = lim Cai 一 sue = ppt, 1S 
k=0 
ix m. GH, bej = pepe; = tjen 1S jn, 


Bis. MR Ty, 1<i<o, TR Pe 的 直 交 规范 基 


. 1066 


inort ts mm} 及 实数 Mastis Anh 使 得 
Pipni = lmi, LSiS m. 
对 于 前 面 得 到 的 8* 一 5， 也 将 有 by = hins, lism, PE 
值 连 续 函 数 f 如 下 
a 如 果 jal < liep, 
HA) 一 4 — iel 如 果 a<— Iipepll, 
{prpll ”如 果 A > Apel, 

由 于 Juels lepel, Bik, fea = iinis 1Sigm 从 而 
I*A) A, IS e= max pipill, 以 及 fee 


Pipe; 一 上 ci 1 Span, TER, 

定理 2.6.5 设 4 是 c*- 代 数 ,， {x 0}, 1 和 jn 是 4 
的 = 个 相互 并 非 备 等 价 的 拓扑 不 可 约 炒 表示， 又 设 5E BCS), 
cj 是 OF; 中 的 有 限 秩 投 影 , <j <n, 

1) 对 于 任意 的 。> 0, 有 ae 4, 使得 


mae; = tjej, 1 Sj En, lal &e + max FARAR 
jan 


这 里 p EE; 到 Ennan 上 的 投影 ,1 Si cas 此 
外 , 如果 F Sti 工 委 f 委 2?， 则 e 也 可 是 自 伴 的 ; 

2) WR A; PABA, lesan, WAR 4 十 人 
的 西元 # = e”, KB AH hE A, 使 得 . aie 

miluje; = tjej 1 Sia, 

这 里 表示 由 4 扩张 到 4 二 C 作 自 然 的 理解 此 外 、 如 果 4 本 
身 有 单位 元 , 可 取 w& A, 

iE, tr 66 = yor, x 一 > Dri Ki M 2.4.9, 


(A) fz OF 中 的 c*- 代 数 , 并 且 (4) CM 一 Sore), 

r E A 上 的 投影 ， 显 然 HeT, I<; <a, 
Sz Eh TE eC AY PAU RR. RINA {es +++, ss} 是 两 
两 直 交 的 。 事 实 上 , 设 2 与 sx 并 非 直 交 , 依 命题 1.5.9， 有 x(a) 
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的 非 零 投影 从， 外， 使 得 PY <P), P< Pk PY ~ PL. 但 表示 : 
wj，z DEAT, Bk, ef = ph PK PERS 
Perf CAY 中 相互 等 价 ， 这 又 将 与 x, = 相互 并 非 臣 等 价 相 矛 


JB. 因此 ，{z，-……，zn} 两 丙 直 交 。 X Dipl, gp, 
. i=1 , 
Vi, 所 以 ， zi = Pis 1 委 1 < 魏 ?。 从 而 


人 ec 


ee 2.6.2, (A) E BC) PEBATRN, 1j”, 
Wik, (4) 在 M 中 缠 算 子 称 。 SKS 2.6.4, 1) 即 得 证 . 

. SRG RO POART, 1<i<a, FE, dime, ;一 
dim yell i， DETRE 2,00) 中 的 西 算 子 u, 使 得 wiej 二 tici， 
i<ji<n, 了 pO, 的 直 交 规范 基 {EP}, HB wi EP= 
exp (APEP, XB Ay? TRV IR. 再 作 OF; 中 的 有 界 自 伴 算 
F hj, 使 得 AEP = IPEP, AKI — p) = 0, Visk, RI A 
AIDE PEI A, 使 得 xh); = hiPis IAB hp; 一 Pihis 

mile” Je; = mile) pje; = et ipie; = Wei = tei, 


E&i 证 毕 。 
EM 2.6.6 “*- 代 数 的 拓扑 不 可 约 本 表示 也 必 是 代数 不 可 约 


acA, 1 <i< nhel" M. 


的 。 a 
3. 设 {x, OO} 是 ce*- 代 数 和 4 的 拓 扩 不 可 约 ** 表示 , .9Y 是 
"的 真 非 零 线性 子 空间 ,使 得 x(a).9Y CDV ，Ya EA， 于 是 有 
DEC X, nE CONS. 依 定理 2.6.5, 必 有 a€ A, 使 得 x(a 
一 1， 这 上 与 alec Of MAR. WE. 

注 ， 以 后 称 -代数 的 不 可 约 示 表示 ， 即 是 指 上 面相 互 等 价 
的 意义 . 

= 本 节 见 参考 文献 [53]。 
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§7. 纯 态 与 正则 极 大 堪 理想 


定理 2.7.1 设 4 是 c*- 代 数 , p 是 4 上 的 态 , 则 是 纯 态 , 必 
MAAR, p RPA RK {x,, Eo) 是 不 可 约 的 。 这 时 并 且 
A, = 4/9,， 这 里 9, = {a€ Al plata) = 0} EP wane 

证，  E,e 如 。 如 命题 2.3.18 所 述 . 

如 果 x, 是 不 可 约 的 ， 又 设 pomer BH LEC, D8 
得 p 二 tpi 十 (1 一 4)pp。 在 4/8。 上 定义 

[a。， bpl = p,(b*a), Wa, bE A, 
这 里 a-a, BAR 4793。 上 的 正则 映 象 . AF - 
[Lops boll? S pb*b)p ata) < Alla, P7115, 1P, 

因此 有 A= AXE BC), 使 得 : 

piCb*a) = (haps ba)» Va, bE A, 
易 证 hex (A). (a, 是 不 可 约 的 ,因此 有 we R, HR A— &， 
BU p,(o*a) = up(b%*a), Wo, bE A, 由 于 Pree, Kee 
2.44, 可见 产 一 1， 即 有 p= pi = p HA, PERR 

反之 设 P sii. wR «,(4) BEART O, 1 WREE r. R 
们 说 PE S0, BRE, 若 否 , 则 

{æla a € A} = {xaO — PE |e € AICO — PE. 
这 与 5 为 循环 矢 相 了 矛盾， 因此 ，zEsse0。 同样 O> p)E, > 0, 
于 是 1= jpg (0,1). > 7 ` 

pla) = 2na P'E ps P'E)» 

Pi(a) = (1 — A} Xe (a) — PDE, a: =f PR)» 
Vac A, eri 2.4.6, 可见 pl pk Z. BR, p 一 1p 十 (1 一 
Da, Benoa, 因此 ,pp 一 mm 一 pz， 于 是 . 

2-2 p’x, (a EI? = plata) = plata) 一 \x,Ca)é-lP, Vaéa, 
Mate 是 2。 中 的 等 距 算 子 ， BSP ERTO, 1 的 投影 根 
了 矛盾。 所 以 ，xs《 4A) =C, B x, 是 不 可 约 的 ， 

Rind, 4/9, Æ oe 的 称 线 性 于 空间 ， 且 对 «,(4) AE, 
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因此 ,如 果 x。 是 不 可 约 的 , E266, GF, = A/9,. TER, 

定义 2.7.2 ec- 代数 4 的 左 理想 3 称 为 正则 的 ,第 有 4 的 元 
xz， 使 得 (dx, 一 5)€E9, VEE A, 

.自然 , 当 4 有 单位 元 时 ,任何 左 理想 都 是 正则 的 。 如 果 .4 无 单 
位 元 , 8 是 4 上 的 态 ,， PF 是 ?在 ALC 上 的 自然 开拓 , 9，3 分 别 
He, (MAR. BR 9C5, WAW S 至 多 比 9 多 一 维 。 WR 
$% 383， 则 3 就 是 4 的 正则 左 理想 ; 如 果 3 一 9， 则 8 是 非 正 则 
的 ， 这 两 种 情况 都 可 能 发 生 . 

定理 2.7.3 设 P 是 c*- 代 数 4 的 纯 态 ， 则 其 左 核 是 4 的 正则 
极 大 左 理想 ,并 且 

Np) = {aé Alola) = Of =9,4+ 9. 

证 . 设 8 是 4 的 包含 3。 WERE, dros H,} 是 2 产生 的 
不 可 约 玉 表示 .。 由 于 9/3, 是 ~ (4) 的 不 变 子 空间 ， 因 此 8 一 
3,、 即 93, 是 极 大 左 理想 . 

设 E, 如 命题 2.3.18 BR. Ab 一 OF E No), GM (4,5 Eem 
p(5) =~ 0, FRA EH, PHAA BEAT. CIES, ERO, 并 
.保持 b, 不 变 。 依 定理 2.6.5， 有 有 二 KE A, HB 

xl be, =0, x (h), = bps 
因此 ， 0 = |lx,€4)6, — bl? = pb — 46)*(4 — 46)), BD 
c=b— hes, 

FE, b=hb+e, b= b* = bh t o" > WES, ER 
PECEL) - (b4)) < [lb IPoC A?) = Wot}? + Ix, CAE, = 0, 
Fit, bhe 9,, Bi é= bk + etea, 4+ OF, X No) = M()*, 
Bik, Recs, + 9, Ee ae RAN Giese 不 

SX), 所 以 RCo) 一 9， 十 9. 

REF 2.7.1, Æ, = 4/9,, HUA ae A, W Ep 一 ap。 

于 是 ro 人 pg)a。 = nlb) = bp, VEA, BP : 
p((ba — b)” (ba — b)) = letb)o, — bpi = 0, VEE A, 


D 指 极 六 左 至 根 局 时 是 正则 的 。 
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(ba 一 €9,, VOEA, MLL. 9 ZEW. 证 毕 . . 
引 理 2.7.4 设 4 是 有 单位 元 的 c*- 代 数 , 9 是 4 的 闭 左 理想 ， 
acd, 如 果 对 任意 的 >0， 有 269044, E aSa 十 


E€, Mi ae 9, 
ik. Rep H 2.2.5, oC 3。 注意 
avY2Kat ap 2 t Fii pes a”) = | Etal gil? + eM)" a 


= g] (a 十 eriafat + y], 
HF 0<o<a,+e, WH 
0 < (al? + eala + 6?) 4 
< (al? + ea”) "Ce, + €) (al? + 82) 
= (a, + 8)(a, + 26,7 + 8)" <1, 
从 而 lala + e'#) al? 一 al ce, BY se >0+, 有 
a gl/2 + Su) 一 > a, 
但 aV (al? + e)a eE 9, Alb, 69, acg, 证 毕 . 

引 理 275 ” 设 9,，9: 是 -RRANMAMM, FA AC 
9;， 如 果 4 上 消灭 9 的 任意 正 泛 函 也 必 消 灭 9， 则 h= Ah. 

证 。 无 妨 设 4 有 单位 元 . 设 «69,0 4+，a > 0， 并 命 = 
fpe F |ela) > e}, W O, Æ A*B of A*, 4) RFR. 对 任意 
的 p&€ 9.， AR p(9,) = {0}， 依 假定 , 亦 必 有 pP) + {0}, 从 
而 有 Peg, 使 得 lA > 1。 依 连续 性 ,有 P 的 oC4*, A) 
BRV, BH Io?) >1, vieV,. BR UVa, ® 


peQ, 


Q, 的 o(A*, A) ‘ERE, EA Ping® *%5 pu € 0,, 使 得 ac U Vis 


XH V=. py Hid gma, 1<i<an, FH, <lill 
fafa), VWFEVING,, lin, 特别 ， (> atai) > 1, 
Vee 0.。 代 4ai 以 它 的 适当 倍数 ,可 以 认为 


p [> afai) = pla) > £, Vee Q,, 


i21 


Iil» 


因此 ， p (dye + 2-2) 20, Vet SY, WR 2.3.15, 
i=1 


Dela tee, AF Dy tare 3, 及 8 之 0 是 任意 的 , 依 引 


理 274, aed, BA 
ce BN A CH 44, 
依 命题 2.4.1, AM {2} CRNA, 使 得 ad; >a, Wa€ 9, 前 
Eik, id} cs, RS 是 闭 左 理想 ， 因 此 ，8;C9,，。 进 而 依 所 
设 ，9, 一 39;。 证 毕 . 

定理 2.7.6 Roe co*- 代 数 和 4 的 闭 左 理想 , 则 9=N{iS|YL 
- 是 4 的 正则 极 大 左 理 想 ， 且 二 3}。 

证 . 令 = {pe A*|p>0, lel <1,e(8) = 0}， 对 每 个 
pEQ, 设 96 是 P 的 左 核 ,显然 ， 

Ni{9,lp€ 0}o8. 

依 引 理 2.75，8 二 们 {9p1lpE 0}。 显然 0 是 AREZ (At, A) 
Kb xO 是 0 的 端点 集 , 则 = 由 {9,|lp& ex 20}, FRE 
理 2.73， 只 须 证 明 : 如 果 pecao, 并且 pO, 则 P 是 4 上 的 
纯 态 (注意 ex 8 < {0}, BW O={0}, 依 引 理 2.7.5, 将 有 3 一 
A, Fi). 由 于 0€ 0 及 peed, Ae, llpl =1, 即 p 是 4 
ERS. 今 设 有 pl ppE SH RRM 1LC(0,1), 使 得 p= ia t. 
(1 一 4)ps。 对 任意 的 ee 9, aac ICI Alt, 0<o(o%a)< 
max {27", (1 一 1) Fo(a*a) = 0, 可见 pi(9) = {0}, Bil pe 2， 
#=1,2, 但 peax, Alb, p 一 p = pm, Mees ERISA, 
”定理 27.7 设 9 是 c*- 代 数 4 的 极 大 左 理 想 , 则 3 是 正则 的 ， 
HERH, 3 是 闭 的 . 

和 证， 充分 性 由 定理 2.7.6 立 见 。 今 设 3 是 4 的 正则 极 大 左 理 
H, 于 是 有 xo€ 4, 使 得 Grn 一 5)E 9,，Y5E 4A。 令 8 一 3 十 
C(O 一 r), BH ALC 的 左 理想 。 WEZ 是 4 十 C 的 包含 5 
HEP, KIRKE, ONA=9 SR ySa tieg, 
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a Ww d TT 


这 里 a€ 4, AEC, AF (1 一 xzoe cL, W, Ari t a= 
y— a — wE LNA 一 9。 Mit, Z 一 和 BSE 4 十 C 的 
极 大 左 理想 。 但 4 十 C 有 单位 元 ， Ak, SAN. im, 9= 


“S04 也 是 闭 的 。 证 毕 . 


c*- 代 数 的 非 闭 极 大 左 理 想 是 可 能 存在 的 . 

定理 2.7.8 设 3 是 <*- 代 数 4 的 正则 极 大 左 理想 ， 则 有 4 上 
的 唯一 态 p, EE We} = {ac Alp(a}=O} D9, HAUT 
必 是 钝 态 及 其 左 核 为 3，St(e) = 3 + 3*. 

iE. WEM 2.7.7 及 定理 2.7.6 的 证 明 ， 有 4 上 的 纯 态 p， 使 
得 pC9) = {0}, 及 9,09. 但 3 是 极 大 左 理想 , BH, 9% = 8. 
BEREM 27.3, Ne) 一 9 十 9*, 

今 设 ? 是 4 上 的 态 ，9(93) ={0}, 于 是 oso)) = {0}, 
如 果 {di} 是 4 的 还 近 单位 元 ;xc 4 使 得 (bx ag bE 9, WEE A, 
Hy 


plxo) = lim pldi), exo) = lim pldi), 


依 命题 2.4.4, plr) =pl) =l RBR 4 一 Ne} + Cre, 
HE, p =p. WHE. 

系 2.7.9 “<c*- 代 数 上 的 纯 态 与 其 正则 极 大 左 理想 一 一 对 应 , 

定理 2.7.10 设 4 是 c*- 代 数 ，p& ,3 是 P 的 左 核 并 且 是 
4 的 正则 左 理想 ， 则 下 列 条 件 是 相互 等 价 的 : 1) 2 是 纯 态 ; 2)3 
是 4 的 极 大 左 理想 ; 3) No) = {a€ Alola) = 0} = + 9*, 

证 。 依 定理 2.7.3 及 2.7.8， 立 见 1) 与 2) 是 等 价 的 ， 并 由 1) 
可 导出 3). 

今 设 Np) 一 9 十 9*, 及 me 4 使 得 (pr — bE 8, VEE 
4, 如果 有 amat F BR 4E (0, 1)， 使 得 e= hpi 十 (1 一 
wen. H reE8 I, 2*x€ No), Mil ei(x*x) = 0, pil) = 0, 
Alk, e(%e)) = {0}, 1 一 1, 2。 再 仿 定理 2.7.8 HUE, FA 
plr) = p(x0) = alr) = N A= NRC Alt, e= 
P= m, Bile EAR. 证 毕 。 
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注 本 忆 见 参考 文献 53], (541, [102], L103]. 
$8. 理想 与 商 c*- 代 数 


EX 28.1 Awe -RR, PU) 是 它 的 纯 态 全 体 ( 见 定 
义 2.3.8), 记 有 2 为 4 的 不 可 约 ¥ 表示 西 等 价 类 的 全 体 ，Prim (4) 
为 4 的 素 理 想 全 体 , 这 里 8 是 4 的 一 个 素 理 想 , 指 有 4 的 不 可 约 * 
表示 (x, CE}, 使 得 9 = ker r = {a€ Alla) = 0}, RRA 
FEAR BK k 表示 的 核 。 

显然 ， 素 理想 是 闭 双 侧 六 理想， 并且 丁 等 价 的 不 可 约 # 表示 
ARAN. Ra AREY AB) Prim(4) 上 的 映 象 。 此 外 ， 
如 果 pt 名 (A)， 依 定理 2.7.]，P 产生 的 灯 表 示 是 不 可 约 的 ; 反 
a, RR dr, ©} 是 4 的 不 可 约 # 表示 ， 对 任意 的 Fe &, 
IET = 1, & pC) 一 人 人 ( 辣 :, E), ee 2.3.21, e PAE eB 
示 将 西 等 价 于 (r, CO}, 再 由 定理 2.7.1，p& PCA). At, 可 
自然 地 建立 ACA) BHA LAR. 

命题 28.2 设 ? 是 -代数 4 的 闭 双 便 理 想 , 则 3 = Nise 
Prim (4) |J29} = N {ker x,|p€ P(A), of 9) = 0}, KH kerr, 
={a€ Ajr, (a) = 0} ERR x, 的 核 . 

证 。 ?3 当然 也 是 4 的 闭 左 理想 , 依 定理 2.7.6 BERR E 

3= N\{9,lp€ P(A), p(3) = 0} 
DN {kerxz,|p€ PCA), e(9) = 0}, 
这 里 9% 是 的 左 核 。 另 一 方面 , 如 pe P(A), p) = {0}, 4 
a€9 时 ,由 于 9 是 双 侧 理想 ,从 而 b*e%ob€ 93, RI ia,( add, P= 
p(é*a%ab) 一 0，Y5c A, NiE, a€ ker, MAs 9=N {ker x| 
pE PCA), oO) 一 0}。 又 显然 
9C {I € Prim (4) (JD9}C N {kerr lp € PCA), of 9) = 0} 

由 此 得 证 . 

系 2.8.3 设 0 是 紧 Hausdorff 空间 ，8 是 CA) 的 闭 理 想 ， 
WHE HFK ,使 得 
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; s = {je CCIE = 6, Vee O} 
这 由 命题 2.8.2 及 2.3.9 wR. 
定义 2.8.4 设 4 是 <*- 代 数 ,8 是 4 的 闵 双 侧 理想 , 记 
PLA) = {p€ PCA) |pC9) = 9}, 
PA) = PAN A), 
A, = {r€ AlkerxD3}, 4° = AÂ, 

Prim, (4) = {J € Prim (4)|J>9}, 
Prim? (4) = Prim (4 )\Prim, (4). 

定理 2.8.5 设 3 是 c*- 代 数 4 的 闭 双 侧 理 想 . 

1) 对 任意 的 re 用,， 令 RZ) = x(a), KB a€ 4， a>G 
是 4 到 4/9 上 的 正则 映 象 , 则 xe A,B (4/9) 上 的 一 
kks 

2) z> r|? 是 A? BIS ERR. 

W. 1) BR. SE 2). Rix, Z) 是 4 的 不 可 约 * 表示， 
HA xl8 x 0 由 于 9 是 4 的 双 侧 理想 ,， {elaia FE} 
张 成 的 闭 子 空间 of 对 (4) 是 不 变 的 ,但 + 是 不 可 约 的 ， 因 此 © 
= GE, 即 (ele, 给) 是 3 的 非 运 化 表示 WRI} Bs 


《作为 4 代数) 的 还 近 单 位 元 , 依 命题 24.6，x(di) -可 > 1。 从 


M odp aCe), Vat A, BD x(3) 在 <C4) 中 强 算 子 
wi. 再 依 命题 2.6.2，{x19, MH} 是 3 的 不 可 约 * 表示 . 

有 反之 设 (x, CH} 是 3 的 不 可 约 * 表示 ,对 任意 的 a€ 4， 定 
M w Cajal h)E = alab), YbE9, FCM, BW (r, A) Æ 
AHAMA* 家 示 , 且 为 * 的 唯一 扩张 。 此 外 ,3 OPP STH 
不 可 约 * 表示 作 相 应 的 扩张 后 , 易 见 仍然 是 西 等 价 的 ， 因 此 ,x~> 
s|? 是 A? 到 5 上 的 一 一 腕 象 ， 证 毕 . 

引 理 2.8.6 设 9€ Prim (4), Fis d 是 4 的 双 侧 理想 ， 并 且 
9>s.%,, M 9 二 5 或 2. 

证 ， 无 病 设 2, 2 是 闭 的 。 如果 SDS, HA 9D9,, RA 
的 不 可 约 冰 表示 tas h 使 得 kerr = 9, (KER 2.8.5, {of 
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9, } 是 8 的 不 可 约 # 表示 。 我 们 也 可 取 ac 9\98 及 EE 
2 ， 使 得 a(a)é = 0, 于 是 aLI (aE 在 2 pH. 但 Fac 
NACI, 从 而 (Ara) = {0}. 矛盾 .证 毕 . ; 

ER 28.7 设 3 是 <*- 代 数 4 的 闭 双 调理 想 ， ms 

1) J J/% 是 Prim, (4) 到 Prim (4/9) ERI-—mM&; 

2) J— JN? 是 Prim? (4) 到 Prim (9) 上 的 一 一 映 象 . 

证 。1) 设 Je Prims 《A4)， 取 4 的 不 可 约 米 表示 dr, Æ Ya 
使 得 kere —JD9, WHER Ze 4/9, 定义 XZ) = x(a)(a€ 
a), TÆ, (z, Æ) 是 4/9 MATN* RAHA ker# 一 J 了 /9， 
Brel, J/96 Prim (4/9). RZ, (i, y) 是 A/9 的 不 可 约 
k RR WM x(a) =i), Wac A, W {x, Æ} 是 4 的 不 可 
RR, HE krr 一 了 9 WR krž= 3/9. 这 说 朋 4/8 
WRB MA J/3 的 形式 ， 即 J 一 J/8 是 Prim, (4) 到 
Prim(4/3) 上 的 映 象 ， 

SE J~? 二 h/t, HH J 1€ Prims (4). HERRI a€ 
9, W ZE /8 = h/9. KHE 56 HB (a 一人)€ 98CJ]y 
Mitt a€ hs, M ACh. EWE Ch. Filo, J = Ja ' 

2) i JE Prim’ (4), {x, 2E} 是 4 的 不 可 约 林 ER., 使 得 
ker x = JPI. WER 2.8.5, {r]9, 2) 也 是 8 ORTA * R 
示 , 所 以 ， ker (x{9) = Jf\9 € Prim (9). RZ; 如 果 {zs oF} 是 
IRIRE k 表示 ， 依 定理 2.8.5, 它 可 以 唯一 扩张 为 4 的 不 可 约 
炒 表 示 .。 因此 ，J 一 7Jn8 是 Prim’? (4) 到 Prim (9) 上 的 映 
象 。 | i 

SBA Jo JE Prim? (A), 使 得 LNI = LNG FÈ, LO 
Ness, ADS, W5 2.8.6, LOL. BHE LO, A 
W, Ji = Jas 证 毕 ， 

EM 28.8 设 98 是 c*- 代 数 4 的 闭 双 俩 理想 ， 

1) pe 一 8 是 PA) 到 Plaja) 上 的 一 一 上 映 象 ， 这 里 
ble) = pla), VEE AJP, a€ a3 

2) p> elt 是 P(A) 到 PO) 上 的 一 一 映 象 。 
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SE. 1) 即 命题 2.4 11。 今 证 2)。 设 pt P°CA), tx, E. 
#1 是 P 产生 的 不 可 约 循 环 * 表示 。 如 果 83Ckerr, HH, pl) 
Cæla)E, E) = 0, Yat 9, 这 与 p&P(4A) APR. 因此, 依 定 
理 2.8.5, {x|3, &} 是 3 的 不 可 约 冰 表示 。 再 依 命题 2.3.21， 
irla, @} BS (01 9)C-) = (1990-8. E) PED 9 eR 
RASH AU, else PCS). Heb, MURR {41) 是 9 CHER c*~ 


代数 ) 的 逼近 单位 元 , 则 Cd) i FE, oCo) = 《x OE, 


E) 一 Him (wCads)E » 上 > 一 lim padi), Vae A, Ble tea LAST 


为 完全 出 p13 所 决定 . 因此 ,如 果 Pris ME FA), 并 且 pi|3 一 

als, W a= 反之， WE pe PO) tx, OF} 是 P 产 

生 的 3 AAR BAGG SR. HEH 2.85, 它 可 以 唯一 地 扩张 成 

4 的 灶 表 未 r, Oh. FÆ, PC) =l CEE) 是 p 的 扩 

张 ， 它 产生 的 4 的 # 表示 将 本 等 价 于 {x , A) Mii. PEP 

(4). WEE. . 
综合 定理 2.8.5, 2.8.7 及 2.8.8, 我 们 有 下 图 : 


eo p>p|ð 
PALI) PLA) P(A) e P) 


PLAY 
人 J a 
人 
+ 
Prim( 4) 


>I? z 
Prim (4/9) 2272 Prim, (4) Prim? (A Prim (9) 


注 本 节 见 参考 文献 [21]; [24] [103], 
$9. 可 传 的 ce*- 子 代数 
5\32 2.9.1 RAE c*- 代 数 ， a,x, yé 4, HH a20 又 
设 有 数 ap Oo, a+ p> l, 使 得 


。 了 37 


a*r <a", yy* <a 
1 “4 , 
人 一 (二 十 sj y, WA ue A, 使 得 he — wll > 0,368 


hell sl = 
-4 -4 
E. & dim = (2 +a) - (4 +.) » TE 
nm 
lan = tnli? = xed a mey |}? = Ily*2ant™ xdamY Il 
< < hy“ demo*dany lh = a2 deny IP 
2 2 a f 
= lla? damyy*dama? ll S lla?dana“dama* l 


hie 
— Wd non a? IR. 
无 妨 设 4 有 单位 元 ,用 {1, a} 生成 交换 c*- 子 代数 B = CCO), 对 
-4 +e - : 
每 个 :€ 9， (( +.) aN O Da 7 ©. 由 Dini 定理 。 
ANKRE A EBT asm 2 > 0, lus 一 uml -> 0, BD 
有 ued, WA Ian 一 本 一 BH, AE lels 


Itc * 小 oF “Ti, Ya, Bit, lel < ha i. 


Bees A SE ecx- 代数，xy， a€ A, HHA a20, ete 
ae, Rik Uae 则 存在 «cd, E5 


z= ua, lail < lai], 


4 
证 。 + u= a(t ta) at, 依 引 理 1.9.1, ze 一 4, 


S ja” 


B iels li. 此 外 , 由 z*x <a, |l 
, -} 
(Ee ajo sa saet me 

F 2.9.3 RAE cti, red, 0 二 4 二 1， WA we A, 


使 得 x = ulate)? lull < iata T 
定义 2.9.4 设 4 是 c*- 代 数 , 锥 M( 忆 4+) 称 为 可 传 的 ， 指 
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如 果 ac Ar, BA BEM, (EB acs, WW ae M, 

对 于 可 传 狂 M ， 我 们 定义 

EM)= {re€ Alx*rx€ M}. 
ADH, @(M) 是 4 的 左 理想 。 
ABS c*- 子 代数 事 称 为 可 传 的 , 指 BLO ERE 
”定理 2.9.5 设 4 是 c*- 代 数 . 

1) B 一 B, 是 4 的 可 传 ce*- 子 代数 全 体 到 4 的 闭 可 传 锥 全 
kE- RR RARR M> S(M)NY(M)*; 

2) M> Z(M) AERTS AE a HAERE 体 
| EWER, 并且 M=9(M),; HYRE L— Ls 

3) L= LAL* 是 4 的 闭 左 理想 全 体 到 4 的 可 传 c*- 子 代数 
全 体 上 的 一 一 上 映 象 ， 并 且 L= (LNL); HARRA Bo 
L (B4). 

证 ， 车 好 是 可 传 c*- 子 代数 ，B. 自然 是 闭 可 传 锥 , 并 且 由 于 
Be B REE, B> B, 是 一 一 的 。 

DRMEMUDEE, Z(M) 当然 是 闭 左 理想 ， 设 red, 使 
得 x*x€ Z(M), 于 是 (xfr) e LOM). RA 2.9.3, WE r= 
u(x*r)?, Rub, rEeZ(M). M, Z(M) = {x*x|x€ 
L(M). BA SOODWEM.M = LM). RER M> 
LM) 是 一 一 的 . 

今 设 工 是 闭 左 理想 ， 自 然 (LAL*) 是 4 的 cx- 子 代数 ， 由 
于 LLCLOAL*CL, HE L= CANAL). 因此 要 证 LAL* 
是 可 传 的 , RANE Li 是 可 传 锥 ， 设 aCA, bE LIL, 并 且 a Sb, 
依 命题 2.9.2, 可 写 at c ub, Ak, aE Ly, a€ Ly, BL, 是 
可 传 的 . 

如 果 工 是 闭 左 理想 ,已 证 了 + ETIE XE xe A, 使 得 
xf#xcE 工 [|， 依 系 2.9.3， 可 写 x 二 ylr*r)”, Ab, «EL. 这 说 
H L=Z(L,), 2) 得 证 . 

WEMEÆATIE E, SM) 是 闭 左 理想 ， 于 是 Z(M) 
NL OM Em oF -FREFHR MSZ MJC (MD) 站 
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¥(M)*)., Ait 1) 得 证 ， 

如 果 B 是 可 传 的 c*- 子 代数 ,B+ BH, CB.) BA 
ERE, LCBO A (B.)* 是 可 传 c*- FRE. XBA 
HB.) == L (B); = Bi, 因此 ， LB) CB, =B, 
即 L>LOL* 是 闭 左 理 炉 全 体 到 可 传 c*- 子 代数 全 体 上 的 映 
象 。 此 外 ， 如 果 有 闭 左 理想 工 、 使 得 8B 一 LNL*， 则 B= 
(LNL = Li, FË, L= (Li) =H (B,), BRP 3) 的 映 
象 也 是 一 一 的 , 且 逆 映 象 为 B—> (B). 证 毕 . i 

引 理 2.9.6 igo ctt 4B -RA B LAA, aE 
Ay, BEB, b*5< O(a), WA xe A, E b = Olr), rxs 

证 。 取 yE4， 使 得 6=—9G). DAR 和 一 一 天 一 二， 
XE OAL RE AY, H hk=0, 由 于 56*5 和 (a), 办 此 ,0 志 
OC) SPCK). 但 DAPO) = 0, 因此, OCA) = 0, 


显然 y*y Sat, 令 一 ;t+ 依 引 理 
2.9.1, 有 x€d, 使 得 x, > X., RAT Bh) =0, 及 beh 
O(a), Aik. 

P(x) = lim O(x,) = fim 6 (+ + &(a) 下 O(a)? = b, 


Hob, HF y*y Sao 十 #4， 对 任意 的 #， 
tte, < (4 rataj” G +a) (i tath) at <a, 


FMA, x*x<e, 证 毕 . 

命题 2.9.7 OR c*- 代 数 4 到 c*- 代 数 了 上 的 * 司 态 ， 则 
多 把 4 的 可 传 c*- 子 代数 变 成 也 的 可 传 c*- 子 代数 . 

由 引 理 2.9.6 Y. 

命题 29.8 设 4 是 <c*- 代 数 ，3 是 4 的 可 传 *- PRR., o E 
BB 上 的 态 , 则 9 扩张 为 4 上 的 态 是 唯一 的 

证 。 设 由 是 4 上 的 态 ， 且 lB =p XË {di 是 召 的 逼近 
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单位 元 , FÆ, lol = tol =1= timed), Mii, fk Schwartz 


不 等 式 可 见 
poll — dD)) +0, PCO — dija) > 0, Vet A, 
进而 ， p(s) = fim &(d;ad;), Vac A, 如 果 GE Ary Wij OS di 


adı S|lelldie By, BHAA, Mim dadi B, BY di4diCB, 


Wi. 于 是 
pla) 一 lim p(djad;), Yag A 


Al. ¢ Oe 唯一 决定 。 TER, 
注 本 节 见 参考 文献 [24]，[86]。 > 


$ 10， :表示 的 比较 分 离 性 与 拟 等 价 福 


定义 210.1 设 4 是 c*- 代 数 ，{x, EE) EARR, M 
OC OF AFAN, Eit RE aAA, Wae 
A), D) {x, 90} BEARER, WH ix, A) AAF 
表示 。 

今 设 {wi, 0} BAN * Ra, 一 1 2， 如 果 im, Hi 
EENT (m, 2} 的 一 个 子 * 表示 ,出 记 以 msm. 

命题 210.2 ik {zi, i} Be*-RRAN* RM, i= 1, 
2. DE r= mm, C= FOF), FESR: LH 
RY, AR PE x(A)’, #=1,2, 则 msm, MARY, 在 
x(A)y 中 有 pisses 2) 如 果 asm, X m5m, WEAF, 
BY {1,5} = (ma, a}. l 

W. 1) A. 2) 由 1) 及 命题 1.5.3 立 见 ， 

定义 2.10.3 设 {r Hi} 是 c*- 代 数 4 的 六 表示 , i= 1, 
2, m Bm BHD BY, WE mdm, Hm WIEST RR 
不 能 与 轿 的 任何 非 零 子 # 表示 西 等 价 。 

命题 2.10.4 设 {ms Hi} 是 履 - 代 数 4 的 米 表示 , = 一 1 
2, @ «="7,Om, E = HAD (RE AE: LHR 
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BFE BEA), 二 1, 2， 则 下 列 是 相互 等 价 的 : 1) m òms 
2) (Pi) + eC = 0, KH (P) Bet x(4) 中 的 中 心 履 
Hi, i= 1,23 3) 产 是 (4Y 的 中 心 投 影 , i 一 1, 2, 

证 。 由 于 Arh = 1, WE, 2) 与 3) 等 价 。 又 显然 mdm, 
当 且 仅 当 ， 不 存在 (4Y 的 非 零 投 影 41, do E g ~ dn GS 
Pi PSP. 依 命题 1.5.9， 后 省 等 价 于 C) cle) =0. 证 
毕 、 ， 

定义 2.10.5 <*- 代 数 4 的 非 退化 k 表示 {x, OO} RAAF 
的 , 指 <(4) 生成 的 【多 中 的 ) YN 代数 ( 即 x(4)") BAT. 

命题 2.10.6 ik {ri 03} 是 c*- 代 数 4 的 因子 * RM, i= 
1,2， 则 必 有 下 列 三 者 之 一 成 立 : 

rd Ras WSR» mDr, 

证 。 令 r = mDr, oC om AD ,, M 一 zf) ti 是 
人 到 好 ;上 的 投影 Wee Mi 一 1, 2 WRR, MP 
A; AS, @=1,2, 如果 cle) Bee M 中 的 中 心材 
4, 依 命题 15.10, Me 与 Me(e)* AH, Ath, Mela) 也 是 
(cH) PAF, Mth, <r) 是 Z= MOM 的 极 小 投影 
CAH ZARB z <el), M= 0R cCA), f=1,2. 由 
H, ci). (ey) = 0, 或 者 cp) = cp2). 

c(i): c(h) = 0， 依 命题 2.104, mdm 

4% cP) = CAD 时 ,已 经 指出 Mele) 是 因子 ， 依 命题 
1.3.8、M'c(P1) HEAT, TH, Ba, Be McCoy), DRA 
MSP, RA Se GES 1.5.4)。 依 命题 2.10.2, 相应 有 mS, 
或 者 msm. 证 毕 . 

命题 2.10.7 设 {mi, Ci} Be*-RRAHATA* BAR, 
$=1,2, W mòn, 40204, m 5 m ARASH. 

i. AF = WIEST * 表示 内 能 是 它 本 身 ，i 一 1, 2， 依 定 
义 2.10.3, 立即 得 让 ， 

命题 210.8 如 果 ror, Vi, Wxd Oe 
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证 .分别 设 r, m 的 作用 空间 是 K, An HoH 
“DD of = FOOL, BB OB AA, E 


的 投影 ， 于 是 ppe aay ;V1， 依 命题 2.10.4 的 证 明 ，c(zP) - 
(87) =0, Vi, 六 命题 1.5.8， 
ECP) Loup ep = eCsup pi) = (>) #4) 


FHA 2.104, rd Ga. 证 毕 . 
i 


定义 210.9 设 {zw, Æ 是 co*- 人 代数 4 的 非 退 化 # 表 示 ， 
Mi = «i 4)", 1=1,2. m Sm RAAR, iE m ~ m, 
指 存在 M, 到 M: 上 的 #* THD, E B(x(a)) = ma), Va€ 
A, 

命题 2.10.10 设 {zi, A) 是 -AA ARABI BM, 
i 一 1, 2， 则 下 列 是 等 价 的 : 

1) m = m3 

2) =; HEET * RRA y FAB, iji; 

D 令 ronu, =H BH, pt A 到 如 ;上 
的 投影 (ExC4)), i 一 1,2, 则 cD = CP); 

4) 存在 m 的 增补 x (BDA Hilbert 空间 LZ, W rla) 一 
w(a)Qle, Wa€ A) 及 x(4) WRB P, PE x《4) 中 的 中 
心 覆 盖 是 leis, HH rP Sm 

5) 分 别 存 在 m, m Ms MET Sh. 

证 。1) 推导 4): 由 定理 1.12.4 及 命题 1.12.5 wh, 

4) 推导 1): 用 4) 来 定义 ©, O, D 如 定理 1.12.4 , 再 令 o= 
Popop, RBI m, = m. 

4) 推导 5): HRE, mPBSHIF mle 的 一 个 子玉 
表示 .1) 与 4) 等 价 ,因此 , mi 也 西 等 价 于 mle 的 一 个 子玉 表 
FCO HH Hilbert ZE). fr REJER Hilbert 空间 y HH 
dim R > dim Z, dm X, 于 是 

mOQleSm@le@ly, ~mOQ1eSmOly~Olr Sml Bik 
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5 2.10.2, mlz S mlz, 

5) 推导 2): 设 mlr S Olr, BREET Hilbert Z 
fal, Wc; we EST * 表示 ， 它 也 是 Qir FER 
于 是 不 能 与 ylk ADB. HRR 2.10.8, r 不 能 与 x; H 
FE. 

2) 推导 3): 如 果 O) = c(8;), 无 妨 设 E, F 
是 z= elp) 一 (Pi). cD 是 x(4) 的 非 零 中 心 投影 、z 专 
c(P;)， 并且 sleli). WAR LSS 的 4)，szp; 志 0。 当然 也 有 
clap) icli) WEE 210.4, {m 1} MEST * 表示 ms 
2003} 与 (zi, 01} 相 分 离 ， 这 与 条 件 2) HFE. 

3) 推导 1): 设 e= ce) = cP), M 一 x(《4)"， 依 命题 
1.5.10, Mp; 与 MxM, i= 1,2., FEE M= Mpi 到 
M: = MP; EN * WO, E Opi) = bp, YbeEM. 特别 
对 任意 的 ee 4， 由 于 xfa)—a(e)7i, Alt, OCrla)) = m 
(a), Bl mem. 证 毕 . 
”命题 210.I1 设 fej, 3} 是 c*- 代 数 4 的 非 退 化 * 表示 ， 
#=1,2, f 

1) W m Som, M) m > m3 

: 如 果 m, m 都 是 不 可 约 的 ,并且 m ~ m, 则 mS m, 

X. 1) 是 显然 的 。 今 证 2)。 依 命题 2.10.10 的 2), m Sx, 
不 是 分 离 的 。 再 由 ws 到 的 不 可 约 性 及 定义 2.10.3, BBW m = m, 
命题 2.10.12 如 果 {rn 2) 是 co*- 代 数 4 的 因子 表示， 
#=1,2, Wand 或 者 m © m. 特别 当 {rj Ait 还 是 不 可 
49K}, i= 1,2, W mom, RA m Sm, 

证。 依 命题 2.10.6， Wik msm, 于 是 有 投影 P ¢ (4), 
m= mt。 但 AY BAT, r E „(Ay ”中 的 中 心 复 盖 
.只 能 是 1， 依 命题 1.5.10， me op’, Abt, m > me. 4m, mB 
是 不 可 约 的 ,由 命题 2.10.11 立 见 ， 证 毕 ， 

注 ADM SSM 121], [69], [70]. 
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SIL < 一 代数 的 包 络 vN 代数 


定义 2.11.1 设 4 是 c*- 代 数 ， 纪 是 其 态 空 间 ， 对 每 个 
PES, BANK & Rm irp, Æ as E) 《如 命题 2.3.18)。 + 


T= DBr,, Er a CY, 
PEF PeF 


称 它 为 4 的 泛 表示 , 并 记 了 一 x(4)”、 称 为 4 的 包 络 vN 代数 。 
如 果 9 是 世上 的 正规 正 泛 函 、 由 于 4 与 e(4A)* AW, PA 
诱导 4 上 一 个 正 泛 函 。 依 lx, Æ) 的 构造 ， 有 FeO, Ke 
plala)) = lxla)E, E), Yat 4。， 但 中 是 正规 的 ,从 而 
pls) = (bE, E), VEE A, 
由 此 易 见 ,在 YN 代数 AH, BATAS oe BSF SH. 
算 子 拓扑 与 o- 强 算 子 拓扑 等 价 . 
现在 讨论 A 与 4** 个 的 关系 。 依 命题 1.33, 了 是 Banach 空 
间 A, = TC) EMSA KB 
As = uE TCE) |r (es) = 0, VEE A}, 
4, 与 4* 可 以 通过 下 面 的 方式 实现 等 距 同 构 对 任意 的 fe ae, 
4 
F(a) = nlai), Wat 4, 
则 Fe 4*, 并 且 IFI = ts 反之 AEE FUL AO 
A. 事实 上 , 当 fe ay WARE 1.6.1, lif] = sup {x(a) 
llee 4, lal <1} = HF, EZ, wpe S, FE p(s)= 
(x(a &, Yat A, tre, OF 到 [1 上 的 一 秩 投影 ,并 记 
Ep, E TCA, 中 的 正则 映 象 , 则 
w(a)(f) = te(x(a)p,) = CrCa)s,, Ep) = ela), Wa d. 
因此 ,对 pe F 有 上 述 的 形式 ， 此 外 ，4* 是 REA, 从 而 
对 4* 的 任意 元 有 所 述 的 形式 ， 
记 前 面 所 说 的 4% 到 4* LAO SPER x, B 
malfa) = xCa)f), Yat A, TE An, 
+125 


于 是 (xx)* 是 4** 到 4 上 的 等 距 同 构 。 MRI AE HRA 
A** 之 中 , 则 对 任意 的 ec4， 
Cag) Ca )C) > m(f (a) a x(a)(f), VfeE Ag. 

Brus Cæ)" Ca) = x(a), RE (xx)* 正 是 4 到 x(4) Ex A 
的 扩张 。 由 此 ,我 们 将 简单 地 写 《zw)* 一 r。 通 过 上 面 的 讨论 ,我 
们 有 

定理 2.11.2 设 4 是 co*- 代 数 ， 则 (4 的 二 次 共 轿 空间 4** 与 
4 的 包 络 vN 代数 4 等 距 同 构 ， 从 而 可 以 在 4** BARES 
运算 , 使 得 4** 也 成 为 c*- 人 代数， 并 且 以 4 为 它 的 c*- 子 代数 、 
此 外 ,如 果 殷 有 单位 元 , 则 它 也 是 4** 的 单位 元 . 

在 上 河 讨 论 中 ，A** 中 的 乘法 与 * 运 算是 通过 4 转嫁 而 来 
的 现在 我 们 设法 直接 借助 于 4* 与 4 表达 出 来 ， 

定理 2.11.3 设 4 是 c*- 代 数 , 在 A4** 中 定义 六 运算 

X*(F) = X(F*), F*(a) = F (a*) 
及 乘法 (Arens HA) 
XYCF) = X([Y, FI]), LY, F](a) = YCL.F), 
(L,F)(b) = F(ab) 

WX, YEA, FE A*, o, 564, MA* HHP * BARS 
法 正 是 由 4 转嫁 而 来 的 ， 

YW. A, dy, A- 意义 均 如 前 面 ,zy Aa 到 4* LOSE 
同 构 , (xs)* =2 是 4#x 到 4 上 的 等 距 同 构 。 

oC ast, a") “24x 


对 任意 的 Xe 4**， 可 取 网 {zx1}C4， 使 得 eo 


KAY 中 水 的 定义 , BOL POA MB rml) Eo 
(A**, A) — of A, Ay) 连续 的 ,因此 ， 
a(X*) = (X), VXE A**, 

HEAD) 是 ETC 在 TEYA. POEM 
B, aCA, & Li 是 mla e TM) 在 TCA 中 的 正 
则 映 象 ， 于 是 

(Larg E)NA) = re) (ad) = ob) 
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= tr (rab) = alb X Laf) 
VbEA, PRU, Lae) = (Lf). mR YE A, HF 
LY, wel) (a) = YCLire(f)) = Y¥Cre( Lf)) 
== aY )( Lf) = te CY Xixa) ) 
= x(a Xg) = xl Xa), 
Vac A, ZEEE YM ETC D 在 TCAA. 中 的 正则 
wR Ab, IY, wef] 一 x(g). MA XE A**, W 
w(X¥ G) = XY Cre G)) = XCLY, a1) 
= X(x#(8)) = (XX2) 
= tr (A(X al Yt) = lX} G) 
VEE Ag, Fl, (X Yr(Y)} = af XY), YX, YEA, WE. 
命题 2.11.4 设 4 是 c*- 代 数 ，B 是 4 的 c*- 子 代数 , 则 B** 
{作为 ce*- 代 数 )* 同 构 于 BB 在 4** 中 的 oC(4**, A*) 闭 包 OB’. 
证 ， 对 任意 的 XE B**, $ O(X)(F) = X(FIB), VFE 
A*, 于 是 , OF B** 到 Be ESR, RE 2.11.3， 
容易 验证 多 将 保持 * 与 匀 法 运算 ， 证 毕 . 
注 本 节 见 参考 文献 [451，[108}，|1121. 


§ 12. c*- 代 数 的 公理 


$ 12.1 ec*- 代 数 的 单位 球 
命题 2.12.1 设 4 是 有 单位 元 的 -Ri S= {a € Afffall< 
1} 是 4 的 单位 球 ，A4w = (ee Alots 二 vv* 一 1} 是 4 的 西元 全 
体 , 则 5 二 Cod,, MSE 4, OSHS. 
证 . 设 a€ 4, lal 二 1 于 是 
fla, 2) = (1 — aa*)-#(1 + 1a), 
对 每 个 h| =: 在 4 中 是 可 逆 的 。 由 于 


o*(1 — at) = (oo 
s=0 
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一 >, Ca*a)"o* = (1 一 a*a) la*, 


TE 
fla, 4)*fCa, 2) +1 = Ch + Ta*)CL — aat) (1 + 2a) +2 
= (1 一 aey) + Xa*(l 一 na*)™ 
+ adi — aat) ta 
+ [a*(l — aa*)'a + 1} 
= 《1 —~ aa *) 十 idl 一 afa) a" 
+ ACI — aa*) ta 
十 《1 — a*a)", Vial = 1, 
Ba o*, 2 RA 2 at, ERRE, AE, 
{Cas 1)*fCa, 4) = fla*, 2)*f(a*, 2), Vial = 1. 
从 而 ， 
u, = fla, A)fCo*, I)E Ay, Yaf 
4 tr 
ula) = C1 — aa*) $4 + a)(i + 2a*) C1 — o*a)?, 
它 是 取 值 于 4 的 在 [24] <1 中 解析 的 函数 ,并 且 ，x(2) = aye 
Aus Vial =i, BH, CO =a, TË 
o= +f #4) 4 


2wilttal=r 2 


t pr 
= 元 f uled 
w 


he oe 5 ut{ eti/n), 
ao mn <4 
已 经 指出 wx(4)€ 4,, VIAL =1, Ri, a€ Cody, TEM, 
定理 2.12.2 设 4 是 有 单位 元 的 cy*- 代 数 ，S 是 它 的 单位 球 ， 
tt penis AC AS HES HH. 
证 。 设 {x, ©} 是 4 的 泛 表 示 ,4 是 4 的 包 络 vN 代数 
Hupi 的 西元 ， 依 谱 分 解 


* 123+ 


“u 一 N e? dp(@) = lim > ehifs 
9 ” k= 
5 2xk\ p (2e(k 1) 
Paya 
= lim exp( i $ azko), 
这 里 p = p (24) -p (ZAU) 是 也 的 投影 ， Ait they 
Ei 2.12.1, Cofea = A* e A} AARP RRNA 
的 . : ' 
NKR EPEE 1.6.1, Cole(e*)[A = a € A} Æ A Bir 
球 中 是 强 算 子 称 的 ,当然 更 在 <(S)》 PRT. ' 
SH Cofe”|h =h*E A} 不 在 S$ 中 笛 , 于 是 有 ES KIE- 
4*、 使 得 
r : sup {Re f(e™){A* = hE A} < Re f(a) 
男 一 方面 ， 依 上 面 所 证 ， 有 网 iag}CCofe*|A* = hE A}, 使 得 


n (oh) (a), SEMI pE, 
pla) = x(a)E,, Ep? = (x(a)t,, Ey) = pla) 
但 4* 是 F 的 线性 包 ， 因 此 ，1(m) ->1《e)。 KES 
sup {Re ] (ew) lh* = hE A} < Re f(a) HPE. 证 毕 . - 
定理 2.12.3 设 4 是 有 单位 元 的 c*- 代 数 , 则 


lal = in {J luia = Saye, 这 里 AT = his Wi}, Vee A, 
i i 


证 ， 记 右 端 的 数 为 Hell, 显然 ， atl, = lell. 

对 任意 的 oF = a A, lal S1, v4 = atil 一 P) A,. 
HF ote)Cf 一 1, 1]、 因 此 opija 一 1}。 从而， 存在 
AE = hye A, 使 得 vz 一 exp(i#4)， 所 以 ， 


ambot oE Colea = he A}, 


今 若 xed, ill <5 依 上 面 的 讨论 , (x 十 2*) 及 iea 
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3E Cofe*|A* = hE A} 但 可 写 4 a*m Foie — 2"), 
Bes Ce 一 x*)E Cofea” =hE A} FETA 
$560 {24 |A* = hE A}, 
这 里 S$ 是 4 的 单位 球 。 由 此 
llall < loll, < Zial, Vae A, 
对 4 的 任意 非 零 元 a, KER 2.122, 有 列 {far}CCo {ef |4* = 
RE A}, 使 得 le, = llal| tell >), 于 是 ， llan = lall “tall, 一 0, 但 
显然 有 ladi <1, Mitt, [ef al, <1, BE lelh < ile, FA, 
lal = lal, Wee 4, 证 毕 。 
命题 2.12.4 设 4 是 有 单位 元 的 ce*- 和 代数 ，5 是 4 的 单位 球 ， 
Š = {a€ A |l <1}, W 
ŠC Co {e*|a* = hE AICS, 
证 。 设 ae, RE 2123, 可 写 “一 Saye, KEM 


hi 4 >0,Vi, FB > u<. 于 是 
i 


a = (z Aei + > ett ao e=) 
E Co {eh = hE A}, 
证 毕 . 
M2125 设 4 是 有 单位 元 的 "R, BWR HE 
间 ,@ 是 4 到 8B 中 的 有 界线 性 算 子 , 则 Ol] = sup {ECA 
hE A}, 
证 。 依 命题 2.12.4， 
leil = SP, laca) 


he = hi, 4; >0, Vi, 
= on | LDC e'*;) w=1 | 
P ' 
7 x 


< sup {|lOCe* || |4* = kE A} < lial, 


. {30+ 


证 毕 . 


$122 严格 正 元 


EN 2.126 BAe c*- RR, S ECHEZ, a€ 4+ RR 
为 严格 正 的 , 指 pla) > 0, YPES. 

如 果 4 有 单位 元 , 依 命 题 2.3.13，a€ 4+ EP REN, HER 
4.4 # AAR, 

引 理 2.12.7 设 4 是 4 的 严格 正 元 , {x, CF} 是 4 的 非 退 化 
RAM eal EE He. 

证 . EA SE OF, Ell = 1, E llan, E) = 0, Yn€ 
Æ. & p= ll E, E), W pe SH. E pla) = 0, Se 
PRET. Alt (AW EA hA. 证 毕 . 

定理 2.12.8 设 4 是 c*- 代 数 , 则 4 至少 有 一 个 严格 正 元 , 当 
BS, AMI 1do}%-1， 并 县 dod = dada, Yn, m, 

证 。 若 满足 要 求 的 {4,} 存在 , 令 a= D 2-"d。。 对 任意 的 


pE 52 ， 依 命题 2.4.4，p(do) 一 1， 因 此，、pla) > 0， 即 “是 严 
REL. : 
反之 设 4 有 严格 正 元 a, 无 妨 设 loll —1. $ de= a", HAR 
duda = dmdn，dm 之 da, hda) 二 1，Ym en, SARE 
YE Ax, 证 明 
' zd, 一 xl — 0. 
& za =r — ridit, AU zr Dza 0, Vm Sw, id 
2 = {p€ A*\p > 0, lol <1} 
它 是 4* 的 o(A*, A) ETR., 令 20(0) = p(xzs)， 则 zo * DE 
C(Q), #E al) ee ae eS ee. 我 们 说 
lim za(p) = 9, Vpe@ l 


事实 上 ， pEQ 可 以 产生 AAAA 表示 LEJT Y a Epto 于 是 ， 
zp) = 《mp (zn)6p> Ep) = Cp (p> Ez) a (rplxžduxt)E,, Ende 
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依 引 理 2.12.7, wal, E A, HR, Raa, MN 


wd i; 进而 sw(p) > 0, Voc Oo. BH Dini 定理 ， 


max{zo(p)|p< O}— 0, FEAR 2.3.14, lleal) > 0, BP xtdaxt — x, 
从 而 

lede — x? = JC. — ay dal? < ltell {C1 — dy) 4241? 

= allel] + eC — da) — 0, 

证 毕 ， 

定理 2.12.9 若 4 是 可 分 的 c*- 代 数 , 则 4 至 少 有 一 个 严格 正 
JD. 

证 . {ee} 是 ANS HETARA E S 是 4 的 单位 球 ， 
并 令 a= Dre, 对 任意 的 peZ, 至少 有 一 个 4, 使 得 


plea) > 0, Hit, pCa) > 0， 即 “是 4 的 严格 正 元 ， 证 毕 ， 
命题 2.12.10 着 4 有 一 个 严格 正 元 ， 则 严格 正 元 全 体 在 4。 
中 是 向 的. 
证 ， 设 “是 4 的 严格 正 元 ,对 任意 的 be Ay, M (6+ a) 


也 是 严 衬 正 元 ,并 且 (2 ++ a) a, 证 毕 . 


§ 12.3 Banach * {të 


”定义 2.12.11 4%% Banach * 代数 , 指 4 是 复 Banach 代数 ， 

HERPEN” BA, E 

(Ax + uy)" = hx + py*, Cey)" = y*x*, G*)* =r, 
Wr, vy€ A, A, uEC, 
4 中 的 # 运 算 称 为 厄 米 的 ， 指 对 任意 的 4* = 464, of4)CR, 

AIJA 称 为 正 的 ， 记 作 a0, fF a* =a, HH ole) 由 
SERRA. Hah, ob, H (a 一 5) 0， 

引 理 2.12.12 设 4 是 有 单位 元 的 Banach * (tM, BE ADR 
KARRI E FARK, BAR IFA olè) = oC), VEEB, 

证 。 设 EB, HH ze 一 *。 HF ray = ore, Yn 及 
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YEB, Alt, zy = ye, VOB, BX FRR, FE x*y 一 
ya Wyo BL Hobs BF xwr* = x"*xa, Yn, Ail ete = x2", 
今 召 是 极 大 交换 的 六 子 代数 , Px € B, 即 B 是 闭 的 . 

若 beEB, 16C, 使 得 (5 一 414) +， 在 4 中 存在 ， 易 见 {(x 一 
a7, 《x* 一 7 1,B} 又 可 生成 交换 村 于 代数 ,但 了 3 是 极 大 交换 的 
米子 代数 ， 所 以 ，(z 一 24)"!+€ B。 这 说 明 oCh) = osl), VEE 
B, 证 毕 . 

引 理 2.12.13 设 4 是 交换 的 Banach # 代数 ,有 单位 元 且 半 单 
纯 :; 则 # 运算 是 连续 的 。 . 

证 。 设 0 是 4 的 谱 空间 ,对 任意 的 pE 9, 定义 a(a)—ple*), 
Wot A, HM FHKE ALRIESREC M.A 56 Q, 

今 设 les — xl} 0, |lxt — yl +0, 于 是 

lolx 一 ¥*)| < lole — x)| + lola, — ¥*)| 

= |plxs — x)| + [a(x — y)I 
< lza — 2} + lež — yl >, 

Voco, 由 于 4 是 半 单 纯 的 ， 所 以 、* 一 y*, KAH * 运算 在 实 
Banach 空间 Ap EARHART, KE. k 运算 是 连续 的 ， 证 毕 . 

定理 2.12.14 设 4 是 有 单位 元 的 Banach * 代数 ，ee 4, o> 
0， 并 且 < 在 4 中 有 逆 , 则 存在 “EA, ue So, # 在 4 中 有 逆 , 使 
得 好 一 sa， 并 且 * 属 于 4 的 尾 何 包含 a 的 极 大 交换 米子 代数 。 

证 。 设 B 是 4 的 包含 a 的 任意 极 大 交换 关子 代数 。 

无 妨 设 la < 1， 于 是 rG —a)<1. AAA O+ 


z)? = > ia 在 1z| <1 中 解析 ,以 及 存在 如 ，s € (0, 1), Œ 
得 iay <1 —e, Ys =m, Bike 
ay = pe ee ee 


这 里 u" =u, oF =v, BR mé B, Wk, W3 2.12.12, u+ 
iv&.B。B 是 * 子 代数 ,于 是 «ve B, 特别 ，wz = zw。 此 外 ,由 
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F Ga tiv =a 及 a* =a, Win 
a=" — 0", uv = 0, 

如 果 FR 是 8B 的 根基 ( 即 8 的 所 有 极 大 理想 的 交 )， 由 于 B 的 极 
大 理想 的 * 映 象 仍然 是 B 的 极 大 理 椒 ,所 以 ，R* =R. WM, B/ 
R 是 有 单位 元 的 、 半 单纯 的 交换 Banach * 代 数 ， 依 引 理 2.12.13， 
* 运 算 在 B/R 中 是 连续 的 。 如 果 5 一 2 是 互 到 B/R 上 的 正 
则 映 象 , 则 

(me) = (ay u) i (00), 

Aik, $= 二 0, 即 ve R. 

若 0e olw), 依 引 理 2.12.12， 有 B 上 的 非 零 乘 法 泛 了 通 o， 使 
得 p(x) 二 0。 于 是 由 v€ R，pl4) = 0, A5 a AAW (RK 
引 理 2.12.12, < 在 8 中 也 有 北 》 相 矛盾 。 因 此 ,在 4 中 有 逆 , H 
ate BL 进而， v = uuv = 0, a = të, 

RIF BLASER IZ p, 1 = pla)& (0,1), TH 
pla) = > a(t —1)* +O + = SO. 
所 以 ，plw) = lim p(o) 之 90。 再 依 引 理 2.12.12， 可 见 olw) 由 
非 负 实 数组 成 ， 因此 ， x 之 0。 证 毕 . 

定理 2.12.15 设 4 是 Banah* RRM, HH * GREK, 
如 果 a, 664, e20, b20, W Gots) Sd. 

证 .无 妨 设 4 有 单位 元 。 

第 一 步 建 立 不 等 式 . 
vx) < rlr*r)i, Vere A, 
事实 上 ,对 x*€ 4 及 任意 的 > 0, Sy = (v(x*x) + 8) be, 则 
v(y*y) <1, HFeBREK, 1—y*y >0, HBR (1 一 yy) 
在 4 中 有 逆 。 依 定理 2.12.14， 有 wed, Hoe 存在， 使 得 
w= 1 一 yy， 注意 等 式 

QE = wll wy — yw le, 

由 于 wO — yw RO HSER, Ae AG 
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AX Cl — y) Bee. 

Sik 1€ oly), HE |4| 一 xy) >1. AF rO*y) <l, 
因此 ,1 一 141 “vy*y > 0, HBA. 仿照 上 面 可 证 (1 一 87y) 
FERRE YY ly RSE). Re BO 一 4) NA. AF 
1 是 oly) 的 边界 点 ， 可 取 ? 的 正则 点 列 Aa, FE IO- 
àa)“ —> 十 0, Jit 

1 = laly 一 2 — tas Ny — ap a 

= lja + Cr — a)e(y 一 4) 和 © WO — et 

< lel e Cy — an) + lan — al + ello, 
ART HE. Alt, ry) <1, BY v(x) < (Crt) + e)”. E> 
0 是 任意 的 ,所 以 ， p(x) <v(e"r)?, Vee A, 

第 二 步 证 明 对 任意 的 AX =A, k* = REA, 有 
CAR) < vA) vk). 

事实 上 ,由 第 一 步 


AY < (ABR) = im CRER 


t 
l 


= im RORY ERIE < PR). 

一 般 有 
wah) DC < ary” e ere. 
& n> +o, BURL oCh) Sra). 
最 后 证 明定 理 . 设 a, b€ A, a0, 5 0, 注意 
Itat ó =(1 4+ a)(i + 6) — ab 
一 《1 +a) — avi +b). 

这 里 x = 一 (1 tee, v 一 以 1 二 0) BR, vual, voa 
1, 于 是 依 第 二 步 ，v(wv) < 1， 所 以 ，(1 +a 十 2) AB, R 


—1&0(a+s). 如果 4 之 0, 同 样 一 1&o (和 二 世 ) 即 一 4 


ola + b). X BARTEX, Al, ola +b) HAIER Ri 
RRI (a+ 2) 20, 证 毕 . 
EM 2.1216 设 4 是 Banach * (RK, 则 +#* 运 算是 厄 米 的 , 必 
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PA ABH. aa 0, Yat A, 

WE. RE. BA Ah 有 非 实数 的 谱 ， 则 如 二 4% 将 有 
非 实 数 或 负 实数 的 谱 ， 这 与 AAS OTA. 因此 ,* BREE 
AAT. 

”反之 , 设 k 运算 是 捷 米 的 ， 这 时 也 无 妨 设 4 有 单位 元 . 对 任意 
Maced 及 s 之 0, GA Gs te>d, HERAN TER 
EM 212.14, Fw So, EB 

w= (a*a) +8, (1) 

设 B 是 4 的 包含 a*a RAZM * FRM, HER Z2I214,u EB, 
记 

= oa + ata), R= rac — a*a). (2) 


显然 ， h — k = a"a, hk = kh = È s, 如 果品 是 8 的 谱 空 间 ， 由 


于 plu) = (plata) + 8)? > Lota" a}, Vee 2, Ais 
bo, R20, (3) 
如 果 有 me @, 使 得 pola*a) 一 一 1， 由 G), (2) 


P(A) = — alk = EA Vea l, 


(4) 
取 ocela, C1), (2), (3) 
(ak)*(ak) = RCh 一 k)k < khk = a k< <= v(k) 
< Elu) + vlata)) < =, (5) 


另 一 方面 ,由 定理 2.12.15, Cak)*Cak) + (ak)Cak)* = 2H +D 
0, 这 里 Ay = ayy AF = hs 使 得 ak a As + thy 于 是 
(ak)*(ak) 十 max {2]2€ of (ak)(ak)*)} 
= [Cak)*(ak) + (ak) (ak)*] 
+ [max {1|4 E o(Cak)(ak)*)} 
— Cak) Cak)*] > 0, 


+1366 


从 而 
min {112€ o((ak)*Cak))} > — max {114 € o((ak)(ak)*)} 
再 由 引 理 2.2.6, 7 
min {2|2 € o((ak)*(ak))} <3 
> — max {214 € CCK) Ck :+ (9 
4h Ct), (5), C6) 
， — 1 > po(Cak)*(ok)) & min {1/2 € o((ak)* (ok) )} 


> — max {4 |1 € o((ak)*(ak))} > — 子 


FE. PLL, 一 1k o(e%s), MR > 0, 同样 一 1& o((h7ta)* 
Ca-ta)), fl — A8 olata), Hit, eo 20, Vat A4. WH, 


$12.4 c*- 等 价 的 代数 


定义 2.12.17 设 4 是 有 单位 元 的 Banach * 代数 ,4 上 的 线性 
ik ” HAA Th 
of1) = 1, pla) 20, Wae A 并 且 oS 0, 
如 果 还 假定 4 PH * 运算 是 厄 米 的 ,对 于 名 二 ,由 于 At] + 


A>o, PRU, PAER, 由 此 ， pla*) = pla), Wat A. hs 
由 于 定理 2.12.16, 可 见 Schwartz 不 等 式 也 是 成 立 的 , 即 
| p(S*a) |? < pla*a)p(s*s), Va, EA. 

引 理 21218 设 4 是 有 单位 元 的 Banach * (TMH * 运算 
BKM, MSH hEA, RAED ACA, ulh BB LX 
min{z|z€o(h)}, 2a = max {ulu E ols}, 存在 4 上 的 态 p， 
使 得 of 4) = 2, 

证 ， 在 4 的 线性 子 空间 [1,4] 上 定义 

p(a + Bh) = at fi, Wa, f EC. 
如 果 c+ fhe 0, WH, a FER, FEM Cat B84) 介 于 Cot 
Bi) 与 (a 十 B42) 之 向 .但 (a+ 81) € ofa + 8A), Ast Cot 
pu) 20, f= 1,2, Mili Ca + #4) 2 0. 
其 余 的 证 明 、 BF * 运算 是 厄 米 的 以 及 定理 2.12.15， 完 全 与 
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命题 2.3.11 相似 ， 证 毕 . 
引 理 2.12.19 Pa R C 的 包含 0 的 紧 子 集 , 4€ C, 则 


max {|p + ai lue ajat [max {| pli ee A} + aN. 


证 。 由 于 luta "a laj FE 
max {|g + ajla A} > max{jellee A}— tal, 
MOEA, 2max{|a + llesca} S2lal. 将 这 两 个 不 等 式 福 
加 , 即 得 证 ， i 

引 理 2.12.20 GA Banah*¥ 代数 ,并 且 有 正常 数 C。 使 得 
CHAL Sa), Yat = ked, MARII 运算 是 连续 的 . 

证 8 H = [a€ Ala = a}, WER 46H, A AEH, 
fan 一 All +0, FEM ERM e >0, Yn RDA, vA) +e 
Vha) > Clan. Aba 

v(k) > Cial, WaE H. (1) 

今 设 haC H, bn > kh, B 圭一 一 下 由 于 CA + on ER, 
Chm + ha) > (K+ bes 依 (人 1)， 

Clee hoa) S DECR + Ar) = vk + he)? 

= v CA + ha )*P = ol k + AP 
S lhe — RiP 0, 
由 此 
M + Aal = Z MCR H Aa)? + Ck ~ Aa 


<ER + AYI + IR hal) > 0, 


进而 。 IRIS 相生 十 aa + le 一 Aci 0, FG), 
0 一 Nall  v(R2) 一 (Ry & CAI. 
从 而 k= 0. XR 互 一 吾 ， 记 以 ,4 中 的 # 运算 是 连续 的 。 证 
HE, 
EX 2.12.21 Banach * UR 4 称 为 “*- 等 价 的 ， 指 可 以 赋予 
4 一 个 新 范 数 -lo CSAKA I- i Sm, HE, (4, l 
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ld 是 ce*- 代 数 . 

定理 2.12.22 设 4 是 Banach * ft, HH * BRE DK, 

又 设 有 正常 数 C， 使 得 
Ca ph), Yh* = hEA, 
则 4 是 ce*- 等 价 的 . 

证 。 如 时 4 无 单位 元 , SK Banach 六 代数 AFC, Re BH 
BADE BAD. MR (4 十 2* 一 上 十 4, 这 里 EA, 14€ CC， 
于 是 At =h, 1=2, 由 于 4 无 单位 元 ，0&€ cf(p)。 于 是 更 引 理 
2.12.19 及 C <1, l 

o(h + 1) = max {|u + A] leE oth)} 


> OG) + jaf) 
> © (lal + |21) 
= A ilk + alt 


因此 ,无 妨 设 4 有 单位 元 . 
依 引 理 2.12.20, EXA K, EA 
ftll < Kall, Ya 4, 
mE oe 是 4 上 的 态 , 令 2, = {a€ Af p(a*a) = 0}, Be it 
E Schwartz RR, 9, 是 4 的 左 理想 . 令 a 一 oa, BAB A/9, 
上 的 正则 映 象 ， 在 419。 上 定义 内 积 (lass bp) = p(B*a) (Wa, 
be 4)， 依 此 完备 化 ， 得 到 Hilbert 空间 A 。。 对 和 任意 的 ok 4, 
令 
x,(a)b, = (ab), YbEd 
对 任意 的 & > 0, KEH Z21214, Aut =a, E8 
. lla*al] -+ 8 — a*a = x’, 
FE HE 2.12.16, b" (lla*all + ¢ — a*a) b = (ub)* (ub) > 0, 
所 以 ，jla*allp(6*6) 十 ep(2+2) I pCh*a*ab), (Le >o RE 
的 ,因此 
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Ix ,Ca boll? = p(6*a*ad) < atallo) < Kella, 
Voed, Fe, na) 可 以 唯一 地 扩张 为 多 中 范 数 < Kllal| 
WEF Mic rla), Val 4。 这样 ,由 ?得 到 4 的 * 表 示 {ras 
oy, 并且 l 

pLa) 一 《zaka)l 1,9, Yat A, 

RS 4A LEWSK, HAARR 

cs DOr» = DOs 


并 全 lali = lala), Vae 4, BR, lall, S Kilel, Vac 4。 如 
RA ac A, E lell = 0, I$ a= a tin, KB a S a, 
a =m, TE x(a) 一 =(o) 一 0. BI, ola) = pla) = 0, 
Voe SH, 今 依 引 理 2.12.18, v(a) = vla) = 0, 但 vla) >C 
lanl, Alt, a = a 一 0。 这 说 明 l h 是 4 上 的 范 数 ,当然 满 
足 la*all = lalli, Vat 4, 

已 经 指出 I-is Ki- 4, KERE TAFE 
连续 的 . 设 lanl > 0, 我 们 要 证 明 hal 一 0. HF latl = lasl» 
FOU as = an, Yn, W5 212.18, 

lanli = sup {lrpCan)Il > 以 an) > Cllall, Va 
因此 ，jlasl| -> 0. TER, 

”定理 212.23 设 4 是 Banach * iik HAGAEBM K, E 
得 对 4 的 任意 正规 元 a( 指 afa=aa*), 有 Klla*all > la*|| - lel, 
则 4 是 c*- 等 价 的 . 

证 。 对 任意 的 At = 464A, KAS l, — 

KP tal > al, 
it, KoA) > Ml. FERES 212.22, AMIE Ah * 运 
BEAN, . 
i A* = AEA, R5 212.20, AHH k BREER, T 


TORE > GO fa a TESTE hh ICY 
f(— th), Wee R, FE 


了 40 >» 


Kr(2 — e” — e #4) = Kv(f(th Ff Cth)) 
之 MCFAN 
> KAGAYA - MCA 
=> K vGCaA)Y, Wie R, 
设 8 = max {{Ind{{2€o(4)}, AE c) 一 c(h), AKA a€ 
R, 4 ative ols). Mint 2 > 0, 
201 十 et) SB v2 — eit? — eTa) > K(f) P 
> K| — e's-in] 
= K?(1 + e% ~ 26 cos at) 
如 果 P>0, Si > + oo HSB FH. Alt, o(4)CR, it 
运算 是 厄 久 的 ， 证 毕 . 


$ 12.5 ce*- 代 数 的 公理 
定理 2.12.24 设 4 是 有 单位 元 的 Banach* 代 数 , 并 且 有 正常 
RC, E lel ac, Vat =AE A, MAR c* -等 价 的 . 此 
外 ,如果 C =l, WA ce*- 代 数 ,。 l 
证 。 第 一 步 指出 4 中 的 水 运算 是 厄 米 的 。 设 名 一 上 4, at 
iE olh), 这 里 a, BER, HF o) =o), WHR @<d, 
于 是 对 任意 的 : 0, 
C> e**>| > | ettiat##) | = eM 
因此 , 8 == 0， o(A)CR, 
第 二 步 证 明 inf {7 |A* = 4 4, al =1} =e > 0, 事实 
上 ; 设 = h, llall =1, A? || => 自然 0 Sy <1, 于 是 
ha” < YAP? = 9”, [art] < S ț 
令 ë=, Yn >it, 
i] < g” < 8", ||427*}|| < g" < parts, 
Bz, lalla", Va S2, Sie >, M 


CS lel > leat —1 — D lahat 
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moo ammm we we ar. ee secon een a 


和 
>: — |] — D rra, 


BD C tetr &r= C42, I eeta aa, E 
e > LC + 2) 2P > 0. 

第 三 步 证 明 r4) > elll, VA ACA, EXE, HH 
步 ， 对 任意 的 A = 4, Wa > elal, 一般 lla" Se” Hal", 
Fic, »(4) > sllall. 

今 依 第 一 步 , 第 三 步 及 定理 2.12.22, AB c*- 等 价 的 。 

现在 设 C = 1， 及 修业 是 4 上 与 外 ,站 等 价 的 范 数 ， 使 得 
C4, dd Æ A-A, Bete SA: (4 ,| - > All 
ID, WER 2.12.5, lall 和 lle], Vee 4, MRA me4， 使 得 
Wools ffaoll, Sill pH Air 8H 2.1.8, 

DC aS ao) < fazil looll < oss + Noll, = la¥aolls = vata) 
FE. ALA, lal = tlah, Vae 4, IE. 

引 理 212.25 设 4 是 有 单位 元 的 Banach * MHRA 4 的 
任意 正规 元 a,， ložai = a*l - lal], WA c*- 代 数 。 


证 , RA hE A, È oCh) = Xo E GAY, 它 是 4 的 正 


规 元 , 并且 on(4)* 一 oh), 于 是 
losl) > aak ADI = os Ch) © iloh, Ya, 
& n> +00, he) + fe” = 1, 依 定理 2.12.23, 4 是 c*- 等 价 
的 ， 特 别 # BRE KY, Ask, ACR FH, lle*ll 1, 
Heia Mitt, iel = 1, Va* = hed, ERE 212.24, 
4 是 c*- RR. 证 毕 。 
定理 2.12.26 iA Banach x 代数 ,如 果 对 4 的 任意 正规 元 
a (JE a*a 一 aa*), |la*al] = Ha*ll - ijall, DIAE c*- 代 数 ， 
W. SIF 2.12.25， 可 以 设 4 是 元 单位 元 的 . 
WEH 2.12.23, 4 是 c*- 等 价 和 的， 于 是 有 4 上 的 范 数 |: I’, 
它 与 原来 的 范 数 ‖ - ‖ 等 价 , 并 且 CA, |) O 是 ct. Ei 
HR, AML |All = lal! = oA), Yi 这 = hE A, BRI, 设 {di} 
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E (4,1) -° O 的 逼近 单位 元 , 则 lel = fla’ <1, We 

我 们 说 对 任意 的 a€ A, A 

fall = sup {fabli E 4, (oh <1}. 
事实 上 ,由 于 | 上- St Str, lad — all +0, FR. 
llall = sup {llaslls € 4, sl <1} > laai — llall. 

Ase» lal = sup {llasllse 4, Nal <1}, 

在 4 十 C 上 定义 

fa + 2|| = sup {les + all lee 4, fall < 1, 

We€ A, AEC., 如果 ab 十 48 一 0,，Y5B& 4， 由 于 4 无 单位 元 ， 
Carlie l) 是 c*- 代 数 及 依 命 题 2.1.2, 可 见 a 一 0, % 二 0。 因 
此 , CA+C, 上: D 将 是 有 单位 元 的 Banach 矿 代数， 并 保持 4 上 
的 范 数 不 变 . 

我 们 需要 证 明 (44C, j- 》 是 c*- 代 数 ， 依 定理 2.12.24， 
只 须 对 任意 的 好 = ht 4， 证 明 l 

lel < 

tk 4 十 C 中 范 数 的 定义 ， 可 取 bnaE lal] <1, 使 得 a 
lim |le“éall, 

用 {hs bo, 63 |n} ÆR ARO TRR B, FÆ CB; I] - IID 
RHE (4,1 1) 的 可 分 c*- FRA, 

WR BEME p, 依 引 理 2.12.25, CB, || + D 是 <*- 代 数 。 
从 而 


Je = tim e'ta = tim || (p + Sy GH"), | 


<l + > Hl. 

=1 1} 

于 是 可 以 假定 吾 没有 单位 元 ， 在 BC 上 定义 l+ al = 
sup {bc + def lee B, lle] <1}, VERB, 16C, AUTRE 
的 证 明 ， (BC, I- 将 是 有 单位 元 的 Banach* 人 代数。 并 且 
leh = lsh, VE B. 
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Ret Ch) WR (VEX 2126), REM 
2128 E, {a 一 (年 站 将 是 CB, I+ O 的 逼近 单位 元 。 
由 于 | : 

No + all, = Co ad > C4 + Darell > IS + Dell, 


Yee€ B, lell <1, RE 
lè + all, = timl(4 + 2)a, ||, YSE B, iEC. 


由 此 ， 
1= JBN = lasll = larCe*)*ergl 
= fle~*dal] + lle*dnl] > Me™ + ffeill,, 
但 ole) ASEM SRAM, letrare), Rib, leh 
1, REA 212.9 及 命题 2.12.10， 严 格 正 元 全 体 在 CB, |l- IID, 
中 是 稠 的 。 注 意 


lle 一 cl < Y ok — ak, Wd,, € B 
kzi A 


UR WS it- ÆSA 
letl, = 1, VEE CB, I+ Ds. 
SBA, RAs, h, KE hz E(B, 全 人);， 并 
A hy h. = 9, 由 于 
1 = leh = He” -et < [fells < le” + e-h = 1 
MA, Wel = 1。 从 而 
le” = äm [leni < sup {leolls EB, fall <2} 


Ta Jei =l; 
证 毕 . 
注 本 节 见 参考 文献 [3], [41, (311, [37]; [39]; [40]; £42], [50}s 
(58], [61], [67], (68j, [85]; [130]; [136]; L137]. 
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第 三 章 -代数 的 张 量 积 


在 第 一 章 ， 我 们 讨论 过 vN 代数 的 张 量 积 ,本 章 将 讨论 c*- 代 
数 的 张 量 积 ,这 是 从 已 给 的 c*- 代 数 来 构造 新 的 ce*- 代 数 的 一 种 方 
#. 

§15)A Banach 空间 的 张 量 积 与 交叉 范 的 概念 这 是 R 
Schatten 与 J. von Neumann 里 上 先 的 结果 。 $2 讨论 c*- 代 数 张 量 
积 与 空间 的 c*- 范 ， 这 首先 为 T. Turumaru 所 研究 。 通过 空间 
c*- 范 的 张 最 积 与 vN 代数 的 张 量 积 相 类 似 (3.2.5 5 3.2.9), K5) 
在 于 按照 不 同 的 拓扑 (一 致 拓扑 ， 弱 算 子 拓扑 ) 取 闭 包 。，M. Take- 
ski 发 现 : 构造 c*- 代 数 张 量 积 的 <*- 范 一 般 并 非 仅 有 空间 c*- 
范 ,因此 在 $ 3, 我 们 讨论 一 下 最 大 的 c*- 范 ,虽然 至 今 对 它 的 认识 
仍然 不 够 深刻 ， 这 里 乙 得 提出 的 是 核 c*- 代 数 的 重要 理论 。 BR 
<*- 代 数 指 它 与 任何 c*- 代 数 的 张 县 积 只 能 依照 一 种 方式 来 构造 。 
但 是 限于 本 书 的 篇 幅 , 将 不 予 介绍 ， 有 兴趣 的 读者 ， 可 以 参看 C 
Lance 等 的 工作 ，§ 5 指出 空间 c*- 范 是 最 小 的 及 任意 c*- 范 都 是 
交叉 范 (3.5.10)， 这 结果 属于 M. Takesaki, $6 研究 c*- 代 数 间 
的 全 正 映 象 , 它 在 张 县 积 理论 中 的 重要 性 为 C. Lane 与 E. Effros 
所 认识 。 定 理 3.6.7 属于 W. Stinespring。 $7 c*- 代 数 的 诱导 被 限 
首先 为 Z. Takeda 所 研究 。$ 8 把 前 面 c*- 代 数 的 有 限 张 量 积 扒 
广 到 任意 张 量 积 。 其 中 特别 提 到 了 《UHF)《 一 致 起 有 限 》 代 数 
(3.8.2), 3X% J. Glimm 所 提出 并 给 予 深刻 研究 的 ， 我 们 还 将 在 
第 十 二 章 中 讨论 它 ， 


$1. Banach 空间 的 张 量 积 与 交叉 范 


设 Xat, Xa ECE) Banach 空间 , 令 
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Q X; 一 >, C9 x lee X, Vi, i}, 
在 这 个 集合 中 定义 堆 元 ( 即 引信- 一 种 等 价 关系 ),w= Q Pa 
0, if 


Q fi) = > i fix?) = 0,.VAiE X¥,1 Sign, 
1 二 1 =1 


了 É 


FE, QX 便 成 为 线性 空间 , 称 为 Banah 空间 Xy+, Xa W 


代数 张 量 积 ， 
自然 , 这 里 的 做 法 只 不 过 是 第 一 章 $4 Hilbert 空间 代数 张 量 
积 的 推广 . 


mR aC) BOX 上 的 一 个 范 数 ， 依 此 完备 化 ， 得 到 的 
Banach 空间 ， 称 为 XX,…**, 关 。 依照 a("》 的 张 量 积 ， 记 作 a- 


Q xi. 


gm 


定义 BLA Bonach 空间 X, Xe 的 代数 张 量 积 Q X: 
f=] 


上 的 范 数 oC) KARLN, H a (ai) led esl, Wave 
Xi, I&i <n, i 

命题 312 设 Xo X, 是 Banach SH, QREN 
的 代数 张 量 积 。 则 


1) Au) = sup {| fila) 


| HE XT, Wil <1, 1<i<al 


是 ® Xi 上 的 交叉 范 ; 


xh 是 Q X; Ł 


#=1 t=1 


2) rC) = int {52 I te 


i i 


-y 
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Ai L ee 


ABTA MH. 
TEs AWE. 
设 Xi 是 Banach 空间 ， 当然 也 可 以 考 上 起 Banach 空 


XT, XI 的 代数 张 量 积 ® XM. hF X 在 XM 中 
o(X!", KY) Bl, L<i<n, Bi, wex, ut 一 0， 当 且 
A, u* (+) = 0, Vxi€ X,, l<i<in, TH. (C) 是 
Ox: 上 的 范 数 ， 并 且 对 任意 的 MEO AT, a= 


sp fina)! |ue Q Xi alu) <1} <00,58A,0%(-) BE & XP 


上 的 范 数 , 称 为 aC) 的 对 侦 范 数 ， 
命题 3.1.3 设 X,,…*,X。 是 Banach 空间 , 


D Xi 上 的 范 数 O DIAA QX LAER 
ME), B AAC+) AC) Gs VC) 的 定义 见 命题 3.1.2); 
2) 设 (+) 是 QX LRA, Mar) A 上 


的 交叉 范 , YERA, e) <al-)<7(-), ME Qx 上 
还 有 y(.) > 3*(-) > ar(.) Bac). 

证 ,1) 对 尾 意 的 ute QQ xy， 由 于 Xi 的 单位 球 在 X?* 的 
单位 球 由 o( XI, XP) A <i <a), 因此 ， 


r* Cut) = sup |a" Gol “E Q Xi r(u) <1} 


“(@+) 


xi€ Xj, edi 1,1 <i<al 


> sup | 
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= sup {|® x;(u*) 
= a(u*), 
另 一 方面 ,对 任意 的 we OX, ru) <1 Re>d, 可 写 um 


xj€ xP, lei] <1, 1s < ah 


DOP, dee D TT Pl rw) <e, 于 是 
In*(w)| < SS G (Q P) 
< Ut) DS) II lz 


< (r(u) + 8)aCu*) 
< (1 + e)a(e*), . 
Mit, ru") <A + eae), e> 0 是 任意 的 ,所 以 ，7* 
Cu*) 一 ACee*). 
2) 对 任意 的 uE QO Xi, Rite) 的 定义 , 易 见 


Au) < au) sup fo (Q f )| He XE til < 1,1 <i <a}. 


4 o*(-) 是 交叉 范 时 ,由 于 7C) 是 最 大 的 交叉 范 , 立 见 US 
a(S 7(+), 


反之 , 设 在 OX 上 ，M(,)<a(.)<r(.)， 对 任意 的 wee 
Q xt fe D, 


2(u*)} = sup TOJ uE Q Xis r) < i} 
< sup {]a* u) lalu) <1} = a*(u*) 
< sup {|u*(u)[[a(u) <1} = a*(u*) 


er (Elg re] <1} 
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<>) Tf i. 


这 里 ot = DOH NEXT, Vi, i, AE Qx 上 ， 
į i=l pel 


v(+) BS aK(+) Sat(-) SiC), 
又 r(+), aC) 是 交叉 范 ,因此 C) PERLE. IE. 
注 “本 节 见 参考 文献 [44]，[98]。 


§2. c*- 代 数 的 张 量 积 与 空间 的 “- 范 


设 Ait + 4。 是 c*- 代 数 ,把 它们 当 作 Banach ziik $1 
有 代数 张 量 积 四 4i， 自 然 地 引入 
0) -(Qr)- Bom (GY He 


isl i=1 Foy 


TE, Q4 BOO * 代数 。 


定义 3.21 设 和 4，…，As ERB, QA 上 的 范 数 


el:) 称 为 c*~ 范 ， 指 
a(uv) <alu)a(v), alutu) = auy, 


Vu,v€ Q Ai Q ai 依照 c*- 范 o(-) 完备 化 得 到 的 e*t 


数 , 记 作 aQ Ais, HH PARE Aas oe An 依照 *- 范 C+) 
的 张 量 积 。 
命题 3.2.2 设 aC) 是 Q 4: LW HM CSCE), 
my 


这 里 r(-) 定义 如 命题 3.1.2。 
证 ， 首 先 注意 这 样 的 事实 : 在 任意 的 c” -代数 4 由 ,4 EAr 
Ry lal <1, SAM, a <a, 
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车 bE Aj, 2; 0, UO <1, <i Sn, 由 于 在 e-Q) 4i 
i=} 
H, 
Qi <4.O DHS < i, 


于 一 1 Fm? ial 


因此 ， (< 1, 
由 此 对 任意 的 aj€ Ar ISIS 


< fatal lažan = Clall---lle i), 


Rit, eC) < rC). WER, 
定义 3.2.3 设 A`, de 是 c*- 代 数 ， Qa, 的 形 如 u= 
D au (这 里 we vi) 的 元 称 为 正 的 ， 记 作 “> 0. 
® Ay 的 正 元 全 体 记 为 (® ai), 
Qa ERREZA PRAE, E p >0, HH p(w) 之 
0, Vue (@ Ai) 


BM, (Q4), Ree, 并 且 Q4 E (Q4), DRHE 


=1 


. 
+ 


包 ,以 及 对 于 上 任意 的 c*- 范 aC), 有 
(Q 4) ,<(-® 4), 


此 外 ， 如 果 9 是 《9 4: EMEA, BM p(n*) = 9G), K 
i= 
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有 Schwartz 不 等 式 |plv*«) |? < plu*ulplo*v), Vu, ve Q 
Ai. 
命题 3.2.4 Ro E ARA 4 EMEC, 1<icn, M 


Qo 是 QA 上 的 正 涝 更 ， 这 里 Qe 自然 地 定义 为 Q 


"i(@ si) z II pilai), Yat Aj, 1Si<a, 
i i=l 


i= 
证 明 与 第 一 章 $4 相似 ， 
EA 3.25 KARR, Si AREA, LIS 


n, HERRI ue Q) 4;， 定 义 
fet 


oo (uy = 
Q pilonu) pie Fi 1 <i <n, 


i=1 


Pj ns n 2 
© gilv*e) ve & di 并 且 CO eilete) >0 
zj : faq f=] 


su 


则 (+) 是 QA EM c*- 范 , 并 且 CaCO). 


FEB, aol) 是 交叉 范 。 
证 ， 设 gpie Si, PE AREA ER (ngs Hos Earb 


I<icn, 于 是 可 以 自然 地 定义 Q 4 的 * 表 示 {Q m» 
QM a}. 由 于 Aft, Le 中 再。 这 里 aw F pi BER 


l<i<n, Wk, 对 任意 的 sE OA, 
i=) 
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Sor =- eee ta aur naaman A eee ae 


Q) pil o*u*uv) . 
lve & Aj, ##H pilov) > 05, 
i=l 1=1 


Sup) a 
QD oto") 
=1 
进而 ， 


| pit Fis 1 <i< 咱 


Ey { |e N 
如 果 ue © 4i, 使 得 oo(w) = 0. FH 
0 =- (他 ay, (4) OD Ee; Q Ee) 
i=1 i=1 i=1 
= Q vu), VoiE Si, lia, 
但 APE oi MRE, Lin, Ak, # 一 0。 Mit, mC) 


是 Q Ai 上 的 o*- 范 ， 依 命题 322。w(.) < rC). 


我 们 注意 这 样 的 事实 ; 如 果 4 是 c*- 代 数 ，fe 4*, 上 | 一 1， 

依 定理 2.11.2。4 灶 可 以 看 作 4 的 泛 表示 空间 中 的 vN 代数 ， F 
是 依 定理 1.9.3, 有 极 分 解 j= Rọ, 这 里 9 是 4 上 的 态 ， zx 是 A** 
的 部 分 等 虑 元 。 但 4 的 单位 球 在 4** 的 单位 球 中 o(4**, 4*) 
A, ALAM (oC, lal <1, Y, B a CeO, ame 
a(A*, A**) 

a Reape. 


i 
于 是 可 见 ,对 任意 的 se Q A i Schwartz 不 等 式 ， 


fe AT, Nil = 1, 1 <i <a} 


Ca) = sup { | & fiC(n) 


= sup | 人 Rs pile) | ve Sis 
=1 


aj€ Aj, lal <1, i<i<nl 
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< sup (Doca . Qo: ( & 


1 iej 
要 


-人 


“有 


A 
aut 
A 
& 
-~ 
È 


iE, 

R326 设 fe AP, 1Si<Sn, W Qai 上 的 线性 泛 函 
Qi T-P in 4; 上 范 数 为 了 Id DREZ 
E. 

事实 上 ,对 任意 的 we QA MAC) 的 定义 及 aC) < 
ol), j 

o [w 
由 此 得 证 ， 
命题 3.2.7 ”上面 的 c*- 范 aC) 还 可 这 样 表达 

aku) = sup | IŠ zi) || zi E AREER, | <i<a} 


< TI Walla < TI Wilet), 


= sup {| LPR ED) | pif Aj, 1 <i <r}, 
f=] 


Vue © Ai. 


这 里 A; 是 A: EIEIO HA [D ue? uao, of Ai, 
Vi} 在 谷中 的 Cat, Ai) HID eis BM me Ain so 是 pi 产 


EW 4; 的 水 表示 ，1 Sica, 
UE. c*-PORM EER * 表示 是 循环 * BRKSZARRNAA, 
MEA k 表示 必 本 等 价 于 某 个 态 产 生 的 水 表示 ， 因 此 ， 依 定理 


2153-6 


3.2.5, 
ato = up f| oee 1 <ia) 


= sup {|® BA | 


<i <n} > alu), 


aide 4; 的 * 表示 ， 


这 里 afu) = sup {|Q 1 || ove Âj, 1<i<sl, vue Q 


Ais BAK e) 也 是 Qa; 上 的 c*- 范 ,事实 上 ,如 果 a(x)= 


0, 则 © elu) = 二 0, Voie An 1 <i <n, A RIER, BE 
i=1 
z=, 
对 任意 的 we Ai, Sin, 


Q eol <|® Raku) |S 
e(u), vue ® Ai, Pik, © oi 可 扩充 为 HQ ai 上 的 正 泛 
E. 对 任意 的 wy ve Q Air valuta) 一 wrw)v 是 -Q Ai 
的 正 元 ,因此 ， Q oCo lalau) — uo) BO, Voie hss 1 < 


<n, MR A 的 假定 , 可 见 Ol “)—u*u)o) 20, 


Veit Yi, IS <er, Mi, a eee >. 证 毕 . 

引 理 3.2.8 设 4 是 Hilbert 空间 E 中 的 小 - 代 数 , 令 A= 
fo) = C-E, EEE ,EL=1}, 则 人 在 4* 中 的 oC4*, A) 
西 闭 包 二 4 的 态 空间 Z. 

W, pe SY, KRA23.12, PAUP IKA BOS) LB 
aid p. TC) 的 单位 球 在 BAY WARP k 
AM, THAR ICT), ieli S1, Vi, 使 得 G6) 一 
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p(t), VE BOA), HF p= o, 无 妨 设 n=, VIL 于 是 
可 写 a=} tr, KEPREMRST, 7-7 = 0, BA 
有 pihs lahs, Y BCZ) sO EES * 紧 的 ,因此 
可 设 (eA 是 BC BREAN. + lel st +a, WA 
be BCEE)", 使 得 tai 一 (5), VEE BOSE), 自然 由 是 
BC) CREA, HART pl) =1= lim li) < lim tr 
GD= 40) 及 iall =lelh<1, Vi, 因此 上 是 BCH) 
上 的 态 , 并 且 limul) 一 0。 对 任意 的 a€ BCR), a> 0, 由 
F 0ta) < laltre) — 0, Aik, tr(z78) — plè), WE 
BC), MRNA o SOV. 从 而 可 写 

tr(4b) = >) PEL, EP), WE 有 be BCE). 
这 里 HEP = 1, PSO, Yn, 1, 由 于 ae =u) 1, 
FEN, ;充分 大 时 ， 

onus) 一 > (> ap)” ACER, EPE Cod, 
并 且 on ae Woe A, 证 毕 . 

定理 3.2.9 如 果 {zi, i} 是 ec -代数 A; 忠实 的 六 表示 ， 


出 a) =|] Vue Q a 


证 ， 依 命题 3.2.7, 对 任意 的 we Q Ai; 
alu) >|Q niw)|| > 

|B xe) Q 5 
p le iQ Ei | 区 Q An E ERO x| > 0 
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[Be er ti =t,i<i<n, 


= sup 


¢ 8 1a ` 
(& pi(v*u*uv)) Pi€ Aj, 1 Sica 


t=] 


(eey 


-w {=e 


这 里 Ai 一 {eE BEE Ei Ed S 1}, BY pi€ Ais xp, 
是 pi 产生 的 4; * RAR) Si <n KGB 3.2.7, 5 3.2.8, E 


aj te 4; 上 忠实 的 * RRC Sia) 可见 sup} |® Bye | |o € 


ve © A;, E © eiCe*s) > 9 


| us Ais 1<i<al, 


A;,1 <i<a} =a,(u), 由 此 得 证 . 


本 定理 说 明了 aC) 的 几何 意义 , 因此 , 称 m+) 为 Q 4 
‘sy 


上 空间 的 c*- 范 ， 以 后 , 我 们 将 看 到 oC) 实际 上 是 QA 上 
最 小 的 <c*- 范 。 


命题 3.2.10 Qar 在 ($ ay HERS A. 

iE, HA 3.2.6, ® ce-@ Ai). EMG AB, 
中 的 “代数 ，1 < 1 < mn， 傅 定理 329，m-(O 41 实际 上 是 
® Ai tt (Q 部 中 的 一 致 而 包 , 依 引 理 3.2.8, 人 +, E》 Se 
© x} ELETEN -Q 4; 的 态 空间 。 进而 ， 


Q ar 的 于 集 


. 156» 


{Cs E| Bie Hi, 1<i<s 串 


的 弱 *# Cee _m-Co 4; 的 态 空 间 。 EE. 
™=1 
注 本 节 见 参考 文献 154]，[115], [126], [132], {134} 


§ 3, 最 大 的 c*- 范 


设 distre, Aa 是 <- 代数 , 依 定理 3.2.5， Q A; 上 至 少 有 
一 个 c*- 范 an(+), Mik ABH 3.2.2, © 4A; 上 任意 的 <- 范 a 
(-) <7), 因此， 可 以 定义 ® Ay 上 的 最 大 的 c*- 范 

oC) = sup fou) lat) 是 的 4 上 的 *- 范 ]， 
vue ® Ai, 

与 定义 2.4.5 RVR RM Qa, thx Ba {x, OC} 


EIRE, H [Elu Q 41, be | 张 成 的 闭 子 空间 就 
Be. 
引 理 3.3.1 设 (x, } 是 QA 的 非 授 化 * 表 示 ， 则 存 


在 4; 的 唯一 的 非 退 化 表示 friy EO}, lian, FB 
xia a) = rai)ri(ai), 


(® as) = ma) len), 


Vase Ais Kija, BB, eC Sre), Vue Q A. 


iE] 
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此 外 , mE r 是 忠实 的 , M x, BRA, licen, | 
证 ， 记 4P = A Cl; 是 A MBL 的 cx- 代数， 并 


对 Em Di=(Q alte, e 


wi) = DO Bakes z(Q si) Em) 

Vie 4%, SI p: 是 AY 上 的 正 泛 函 ,于 是 
[E(D ez Qe 2 )Be|| 一 eer 
Ík si 
< lile = Worl - el, 
{E x ZARB (LAY AEE AEE (oi) € BC), 使 得 
“(DE = D (Q 1 af?) Ers 
isk +i 
W {xi, ZE) BAM * RARER 
m Ch) . taba dk = Dis (Qb 四 oz) Sas 


VEE AM, REA, REM REX a al)n Baits 
irk 3 Ca 


kid (® a) SE mLa) SAn “ef ae) 
ma) ile) = riCa; yria), 
Vat Ai, ISi 
如 果 EE, EARI 有 Cah = 0, Ya 4;， 则 也 有 
(Q a1) E=0, Vab Aa 1S5 S&a, 但 = 是 非 退 化 的 ,因此 ， 
E=0, BB {x OO} 是 A 非 退 化 的 米 表示 , 1 委 <a, 
又 着 x 是 忠实 的 , 由 x (QB a )=xlo) alan), Vere Ay 


1<i<a, 可 见 fw OC} 也 是 4 忠实 的 # 表 未 ，!<;i <n, 
最 后 ,如 果 (dP) 是 A 的 远近 单位 元 , 依 命题 2.4.6， 


nai) = BAF), lim «(QB apa), Ve Ais 
stati Njai 
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Wik, = 为 z+ kE, Iie, TER, 
$, WERBE r AEE BE xe 的 本 质子 空间 来 讨论 ， 
可 见 仍 有 分 解 x= m" a "Wry 但 不 必 唯 一 。 


命题 33.2 对 任意 的 se Q Av 我 们 有 
ao) = sop [COl 是 的 4 Ro a J. 

证 设 而 是 aQ Ay 忠实 的 * 表 示 , 则 a = oD 
当然 限于 @ A ibe Q LIKER Al, ale) < 
sup {lieu)Il Ix 是 Qa 的 x* 表 示 }。 又 依 引 理 3.3.1, CON 
<r(+), 因此 ， 

sop {Ie Ile 是 @ 4 的 * 表 示 ]， 
也 是 Q 4 bt AH, i aC) 是 Q A BH e-i, 
MA aC) = sup {la 是 Q As 的 * 表 示 }. Etg, 
命题 3.3.3 对 任意 的 we Q 4i» 我 们 有 
aa) = sup fato eC 是 Q a: ah et sue}, 


这 里 a(") 是 *- 拟 范 , 只 与 c*- 范 差 一 个 条 件 , 即 若 a(v) 一 0， 
未 必 有 v = 0. 


证 。 BRAM S Em. Sitel) E 的 4 上 的 c*- 氢 范 ， 


则 s= {ve Q aia) = o} 是 Qa 的 * 双 侧 理想 ， 令 
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v> OA AQ A/S |W EMBR, He a0- 
aCe) i EC) 是 的 4i19 上 的 cf- 范 . 设 # 是 lO 4/9) 


. 忠实 的 * 表 示 ,及 命 ae) = 20), BSED As HY RAR, 依 
命题 3.3.2, g 
a,u) > aCi) = IEG) = a8) = ela), 
证 毕 . 
命题 33.4 集合 Ol) 是 的 41 上 的 ee} 与 


{elo 是 aQ 4, 的 阅 双 侧 理想 ,并 且 eas o} 通过 下 
面 的 方式 一 一 对 应 : 
设 a(-) 是 Q 4 上 的 c*- 范 , WA a- da 唯一 的 闭 双 


侧 理想 9., 使 得 «>a (Vue Q 41) 可 以 扩充 为 -8 A; 到 
(«-& Ai) / 9, 上 的 * 同 构 ， 这 里 。 一 是 = 4i 到 (o 
& 4/10. 上 的 正则 映 象 。 此 外 ,这 个 9。 必然 满足 
sn Q A= {0}. 反 之 ,对 aQ Ay EA ERIM 8, 并 且 


sn @ 410}, BH QA 上 唯一 的 t- aC), A 
9 =9,. 
特别 ,对 @ 4: 上 每 个 c*- 范 aC), 有 
alu) = inf {a,(« + v)|v E 2a}, Wu Q At 
iw 
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证 , 设 <(.) 是 © Ay 上 的 c*- 范 ,于 是 C) Kal). 从 
而 Qa LAID T UP EA a 44 到 = 多 4 
的 * 间 态 . 但 (aQ A) 是。 的 ae EEE Q 4 R et- 
FRA (a QA) =Q A 记 这 个 * 同 态 的 核 为 
9.， 它 是 aQ 41 的 团 双 信 理想 ,并且 由 于 .fs 一， Vue 
Q 4n it 9N 的 4 一 40). 于 是 我 们 自然 地 得 到 -QA 
到 (e641)/9。 上 的 * 同 构 ,使得 “一 名 vee An 

DEOR aQ 4 OMAR, O78 -Q Ay 到 (av 
4) /> -的 * 同 构 ,使 得 Oe) =a, vee 的 4 于 是 
e—a) 是 o-® Ay 到 a- Ay 上 的 * 同 态 , 记 这 个 
KASAT. BIR, THIS, HL PU) =u, Vue Q Ai 
因此 ,是 ® Ay 上 得 等 映 象 的 扩充 ,从 而 9 = 9,。 

反之 , 设 9 是 “QQ 4; 的 闭 双 例 理想。 并且 nQ pa 
{0}, TE, Qa -KA («-@ 4,)/s 之 中 。 Ske 


(«-& ai) / 3 的 范 数 便 决定 QA 上 一 个 c*- 范 a(,)。 于 


. iôi. 


是 QA 与 (a Ai) /9% FW IB wii we Oar, 
i=1 i=1 ist 


从 而 9=9,. 证 毕 . 
注 本 节 见 参考 文献 146]、[641, 「1151。 


$ 4. 代数 张 量 积 上 的 态 


设 41,-…, An 是 c*- 代 数 ， ® 4; 是 代数 张 量 积 。 


命题 3.4.1 设 P 是 QA WELK, WAEA K, & 
=t 
得 
|o (Q a)| < Klal- eol Var€ de 1<; <a, 


E 国定 we (4), 2Sa, N (-@Qa) 是 入 


CREZER, MES (HE 23.2). 进而 ,9 (的) u) era 


Ha 分 别 是 连续 的 。 青 依 一 致 有 界定 理 , 即 得 证 ， 

命题 34.2 设 AM = 4;4C1, 是 4A; 添加 单位 元 1 的 c*- 
RIGIS? i<n,9 是 的 4 EMER, 则 ?可 开拓 为 6 AP 
上 的 正 泛 孔 @, 使 得 对 u,- -on 的 任意 子 集 [I 及 a€ As 
vixi, # 

# (Qe Qa)- im o( Dare Q), 

这 里 {a} 24, RB, 1! 所 1 Sn, 

证 。 对 任意 的 atA 2Sicin, (KM 2.4.4, 下面 的 极 
限 存 在 并 县 相等: 


lim g (ae Q as) = lim (aro Q oj 
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今 把 9 扩张 为 APO QD 4: EREZA p, ER 


n t 
P (LO Q a) = timp (4? 9 Q a »We€ An L Sica, 
hi 


yu t=2 
对 任意 的 x = 5 (a;l + af) 的 & af, 这 里 af? E Ais, AE 
i i=2 
C, Yis js 


bate) = (5 UPP + Lek + uP @ Q Pu) 
isk é 


i=? 

+ lim 5 of a” 他 & aftag) Kid 

nO FR i=2 

E * 
= tim p (( 53 Gud? + 0) @ Q ai”) 

[$] 了 t=2 
(E aag + a) B Q aP) 

i im? 


MiG BE POQA LEZE. 如 此 手续 , TUZASH 


iwi 


行 到 KAP 之 上 。 TER, 


命题 34.3 设 9 是 QA HEZE K (4P) £408 
近 单位 元 , 1<i<n, Dil 
im (Q a) = sp {o(@ ai) 


aE (Aas, lal <1, 1<ixo} 


-wle 


-a€ di lal <1, 1<i<). 


证 . a E ra 34.207 TE 
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imo (Qa) = 6 (1) 
如 果 a € (ADs, lal <1, 1<i <n, WHE Qae h, 
AE aa 
at 6(@1)>4(@ n) = 0 (Qe 路 又 dP E (Aes 


且 lapl <1, Yi, L<i<n, 所 以 
,im 9 (® a?) = sup le (Q a)| 
‘ae (Ades lal <1, 18i <a}, 


此 外 ， 对 任意 的 a€ 4;, lall 1, 1 所 1 所， 由 Schwartz 不 
等 式 


LENEA 
<e (Q i)e (Q) 
<w fe(& 


-b€ (Ades lèl 1 <i<nl, 


所 以 ， 
sup | °(® ai) 
= sup {o(® a| u€ A) ed <1, 1<i <a, 
证 毕 ， 
定义 3.4.4 ai 二 的 正 泛 函 9 称 为 态 。 指 


me ds lol<1 1<i< 填 
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sofo (Q al we Ads Hell St, <i <ap— a, 
记 Qa 上 杰 的 全 体 为 (Q ai). 
命题 345 设 reg (Q Ai), 则 存在 唯一 的 “6 
s (Qar ,这 里 APS AAC 1 <i L n FE POT HK. 
证 ， 命 题 3.4.2 已 指 由 名 的 存在 性 . 
今 设 we z(@ Ai) 也 是 中 的 扩张 . 对 任意 的 we (Aies 
2<ai<n, Til 
(12a) >t (20 Q a) =9 (4 ® Q a), 
这 里 {4d1} 是 A OBR. TERME 3.42, 7 
+ (1@@Qa)>4(1O Qs). 
如 果 存 在 aie (Ais, lal <l, 287 <n, 使 得 
(L8 Q n) -0(L2 Qa) -> 
当 bE CAD lhl < 1, bs Baz, 2QiGn 时 ， 
+ (18 @s)—6 (18 Qt) 
— |e (18 a- a8 Qe) 
— 6 (L8 G- 0) BQay| 
+ [#(1@28G.— 0) @QA) 


-p (L8 4G) @Q4)| + se 


.]65 e 


+(6(1@@a)—4(1@@a)|>e 
从 而 ， 13 4(1.@ Qs) >o(LOQa) +s 进而 


t > sp {ë (L Qa)| a>, led <1, 2<i<al ta, 
但 依 命题 2.2.11 及 坊 的 定义 。 
sup fë (1 @ De.) | > a oh <1, 2<ixnl— 1, 


矛盾 ， 因 此 , 6566 4°@ QA 上 相同 。 继续 递 扒 。 可 见 
b= 6. 证 毕 . 

命题 3.4.5 设 pE” (Q 1)» 则 p 可 唯一 扩张 成 
u- Q&A LAA. A 

alu Y = sup foluta) lpe Sf (Q At, Wu € ® Ain 


证 。 依 命题 3.4.5。9 可 唯一 扩张 成 | € z( 四 ap), 2m 


i=1 


AP = 大 十 CU， 1 in. 令 


8 = f- E Q ase plr*r) = 0 k 
它 是 D4? wet, ka> BaP 到 (@ av)/ 
2 上 的 正则 吴 象 ， 并 定义 《6 4P)/2 上 的 内 各 
Vy 4P, 
依 此 完备 化 ,得 到 Hiber 空间 OF. HERD = ze Q ar, 令 
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w= Ty, VED AP. 
MR x64, Ill <1, 1<i<e, 由 于 在 QAP th, 
ie -lP_o(y*-6 treys 
(Bs @ t+) 


@(y*y) = IFIP. 从 而 ， (Q a) 可 扩张 为 OF 中 的 有 界线 性 


Q rs 和 CO 1;， 因 此 ， 
i=1 fot 


算 子 .一 般 ,我 们 便 有 Q AP 的 HR (x, OC}, HA 


Le a, E 
6) =h Qu, Ou), VERA, 
s=1 i=i i=l1 
进而 , 依 命题 3.3.2, 
| oC) = IPI < I CGO Kau), Vue Q) Ae 


因此 ，9 可 唯一 扩张 为 “0 Ar 上 的 态 。 

当然 ,oO 41 上 的 态 限于 Qa 仍然 是 Q4 Li 
B M au- {oo lp EaR 4 上 的 态 } - 
TODI 7(@ Ay}, Vre A 证 毕 . 
全 是 347 设 pez (Qa) 则 通过 GNS 构造 ， 可 以 
得 到 Q 4 MIR RA {x， OF. ED, A 


plu) 一 (xD5 E), Vee Q Are 
这 里 ECO, 并且 N=. 
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T. ROME IAG, 9 可 唯一 开拓 为 m-C2) 4! 上 的 坊 ， 仍 记 
Ag. >. 
I= fue © Ail plata) = o}, 


9, = fa ca- a: glata) = o} 
BRIC. 设 ni, oes 分 别 是 Qa 到 (@ 4/9 
ER a-Q 41 到 (aQ 4:)/9 LOEN RIAR 
7 zE (® 4\) /9—> 8 
“ea; B U 
NGE (Q Ai) /3%— Pa 


这 里 {x, OF} 是 9 产生 的 Q) 4 的 * 表 示 ( 算 子 OERE 


可 仿 命 题 3.4.6 的 证 朋 )， {xps 2 Ee} 是 9 产生 的 (a-Q4) 
的 循环 * RR. BM uv 可 以 扩张 为 Fo, LIANT, 
并 且 x(u) = UCU, Vue Q) dn HR EUS, HE 
命题 3.4.8 Bo) EW! 4 上 的 c+*- 范 ， r=] pé 
HQ a)l 依 aC) Ea}, UHER we Q 4, 
imt = 
alu) = sup {pura)t | pe T} = sup (lroCu) per}, 


这 里 {m H o Eet EPP HEA & 4; K9 fH * 表示 ， 
t=1 
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YpET. 


E 由 于 了 一 RFO 41oe (-@ 4)}, MUA 


B--P SK. 4 P ET 时 , 仿 命 题 3.4.7 的 证 明 CBA (+) 代 
以 a€-)), heeh S alu), BB, puta) = (apletu, 
Eo) < ra) 上， 由 此 即 得 证 .。 

注 本 节 见 参考 文献 [29], [64],[651 


$5. REA M+) Sal) alye) 


BI 3.5.1 设 Airie, 4, Æ 1-A, HA An 无 单位 元 . 
n-i 

如 果 zxe (CO 4,0 49, KB 4 一 4 二 Cl， 使 得 xv 二 0， 
i=} 


» 
Vee QY) Ai M z= 0, 
i=j 


证 。 无妨 认为 ACB :), HA 4; OF; PRE L 
的 ， lia, 由 于 An 无 单位 元 ， 也 可 认为 la Bp H a 中 的 恒 
等 算 子 . Ge, me, CEs n) € AF, SiS”, 于 是 


(e QE Qa) = o, vr el 4, EB, mE a 18 


<n Bik, x 是 QO POERI. 依 定理 3.2.9，|lz = 


CAEI = 0, 所 以 ， + 一 0。 WH. 
命题 3.5.2 it 41,*…, An 是 c*- 民 数 ， KA 4, 无 单位 元 ， 


如 果 al) 是 Q Ay 上 的 cr- 范 , 令 


äle) = sup {eC ls € Sai, olu) < i}, 


7—1 s-i 
Vze Q ADAL, AE AP=4,4C1,,0) EC 是 的 ADAY 
ES 了 一 上 
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上 的 所- 范 , 并 且 是 a(*) 的 扩张 。 此 外 ,如 果 di} E A OI 
Afr, l<icn, Rl 


és) = a (« ` Q a), Vere ® A; @ AY, 
证 。 依 命题 3.2.2， «(6 as) 对 每 个 变量 a; 依 4; 中 的 范 数 
是 连续 的 ,于 是 对 ze QD AWAY 及 pe 四 4n ao) <1, 


a yE Jim a(z- @ a»), 由 此 对 任意 的 es > 0, 
My tty da) 充分 大 时 ， 
a(x) <a(r- BP) tel Qi) +e 
fo} 上 


= 


< sup faxu)|u € ( Q Ana) 1} +e, 

这 就 说 明 对 任意 的 xe Qa QA, 有 
ae) = sup {a(xu) |u€ & Ai, au) <1} 
= lim of Q a?) | 


f=] 


ERIM, aC) 是 aC) 的 扩张. 
由 引 理 3.5.1, a(-) 是 k AQA? 上 的 范 数 ， 此 外 ， 


ror 


Vue © Ar, alu) <1, PIL, &xy) SEa), Yr, yE 


QADAY. Mate 
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&(x* G(x) > rx) > sup (aa) la € Q Ais 
f=1 
alu) < if = a(x} 


可 网 &(x*x) = E(x)?，、 即 &(-) 是 etl E, 
命题 3.5.3 设 A; = C(Q,), 这 里 Q,; 是 紧 Hausdorff 空间 ， 


<in, 则 QA 上 仅 有 一 个 cf- 范 ml*)， IE aC) 一 
A+) 以 及 -@ 4; = CCO x +++ x 0， 


证 , 设 x(.) 是 QA 上 任意 的 of- 范 , 于 是 ，m-(CO A 
omy fali 
有 单位 元 的 。*- 代 数 , 设 其 谱 空间 是 9 如果 pe 9, HT o(®@ 
s% 
@-) 也 是 4, 上 的 非 零 乘法 还 函 ，1 <i <n (这 里 1; 是 4 的 


单位 元 ), 于 是 可 唯一 地 写 pl) 一 i), ve 四 人 这 


更 pi€ 0;, l<i<cn, 因此， OKA Q, x xo, zh, 
易 见 这 个 嵌 人 也 是 拓扑 的 。 又 是 肾 的 ,所 以 可 要 石 着 为 QX. 
XO, 的 闭 子 集 ， 若 OO, X-X Q,。 则 有 9; 的 非 空 开 子 集 
U; 1<i<n, E (U, x- XUNN, BM utdi 


a= 0, E44 suppa(-)CU;, 1SiS<s. TE o(® a) = 0, 

iat 
Vee 9. 这 将 与 Q) a <0 MF. 所 以 , 0 一 0, X … Xx As 
即 


a-& A= C(Q X +++ X Oe), 


从 而 aC) = om("》， 此 外 对 任意 的 uE Q dis 


» I71* 


elu) 一 sup | 


® plz) 


<u {|Q fw) 
alu) 
BREM 3.25, (u) 一 u). 证 毕 . 
M354 ” 设 4; 是 有 单位 元 1 的 c*- 代 数 ， 1<icn, a 


(O È QA ER eti, & aC) E ol-) MF LOQ A: 


Pr E Qi, 1<i<o} 


eat, Ml <1, 1<is 叶 


所 诱导 的 Qa 上 的 P.O -Q Ar LRS HEEL 
ORIG Q L) 是 41 上 的 纯 态 , 则 可 唯一 地 写 9 -x2 
o, ROR P-Q 4 LRE, 

证 . & Ho) = (1B), YER Ai 显然 上 可 扩张 为 


p-@@ 41 上 的 态 ， 今 只 须 证 明 


p (® a) = X(a,)¢ (& ai)» VO += a;€ px 1siga, 


ia im? 


如 果 e (® a) = 0, 依 Schwartz REA 


所 以 ，? (Q s) = Xa) (® ai) =, 


f=} 
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如 果 由 (Qa) = [I tell, 由 于 v= ÎI lall Q 1 


NG? in 


me(Ġ 4), Be 0= ball, 2) > 9a. B 2) 05 所 以 ， 
g(a, @e)=0, Hg (® a) = X(a)¢ (@ ai). 

pit o <15 4 (Qo) < [I hal, e= JI tel- 2 
aC =r (-® Q ai) oC) = “(Tl tele (-@ Q u)- 


p (9 Q a)] Mars m 4 Lids, HB 


xO) = (TI tt) sa) + (TI Wout)” re) 
x A Li Bik, X= ame 即 
o(® a) = Ip(a.) = aX Ca) = xs( 罗 a)» | 
证 毕 . 
H355 设 A; 是 有 单位 元 1; 的 cy- 代 数 ，1 魏 虐 委 2 
PES (Qa ， HAM 1<i<k (RS), HC) = 
o(: eQ!) 是 4; LORA, M 
p= XBX OS, f 
这 里 pe zz( Q 4). 此 外 ,如 果 9 依 @@ 女 上 的 c*- 范 a +) 
是 连续 的 ， 则 由 也 依 eC) ER RECO) Bal - ) 限于 
We QA 所 诱导 的 Qa 上 的 ¢*~¥8. 
命题 3.5.6 设 二 是 有 单位 元 RR, SiS H 


a 473 


E Aot A 是 交换 的 《4 <a), 如 果 of - ) QA: 上 的 


i=) 
cr- 范 ,及 9 是 “一 的 4; 上 的 纯 态 , 则 
i=] 
P= RROA 
这 里 x(-)=-9(-@@|) E4 rma, 1<i<k, 
k a x 
H) =p (Q| 8r) (we & 4i) 可 开拓 为 8 一 & 4i k 
iml? i=k+) imk +3 
& "n bd 
的 纯 态 ,8(，) 是 o€ ) 限 于 QI: Q A; 所 诱导 的 Q Ai 
上 的 c*- 范 . 
证 . P 产 生 Ao O 4i 的 不 可 约 循 环 * 表 示 Ix, OF, 
5}， 所 以 ,x《4》 = Cle. BF 4; 是 交换 的 ， 因 此 有 4; 上 的 线 
HEE t 使 得 *(- @ 的 | ) 一 xX. les A xE A E 


FPS REA. BIH 4; 上 的 纯 态 ,1 Sisk, 依 系 3.5.5, p= 
LO DRH, 


SIER bE 8- ® A; 上 的 纯 态 : 设 有 8- È A; 上 的 
Ah, & RR LE CO, D. 使 得 em De. 于 是 对 


性 意 的 “E Q ai, 
|X, ReO xy ae @---@ pilutu) 
G+) 


ks nO OU Oo 可 唯一 扩张 为 a 一 Q) 4; Lids pi» 


一 1,2。 DR, p 二 49; 十 (1 一 14)p;。 但 9 是 a- QAL 
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MAP, pH gop. Hi, 由 一 由 一峰 。 证 毕 。 
” SIR 3.5.7 设 4 是 有 单位 元 的 c*- 代 数 ，E 是 《5 064A", 
4)) 的 紧 山 子 集 , 这 里 F 是 4 的 杰 空 间 , 如 果 对 尾 意 的 4* 二 hE 
4， 有 pee, eR | 
` plk) = max {4j € ofh)}, 
则 e = 

ik. 若 有 ete S\2, KROBEEH, BA hE 4， 使 得 
eh) > sup {plA}lp ee}. 但 04) < mar {ald ealA)}, ZE 
SRF SES. 


5178 3.5.8 设 4 是 <*#+- 代 数 ， al.) 是 Q 4: 


上 的 co*- 范 , 则 a(，) >al-), SERA, Qot woal) 是 


连续 的 ， VEES i BSH; 是 di WAS, 1<i<n, 
W. 必要 性 由 之 见 Fe 3.2.6, 反之 ， 当 iE Sis lt 


多 oi BQ di LA, HK eC) ER, FR 
j=l t=1 


vile (oluta) — utu)o) > 0, Wu, ve Q Ais 
再 依 定理 32.5， BPE aCe j>a) ER. j 
命题 3.5.9 设 4; = C(O), ZE Q; fK Hausdorff 空间 ， 
1 之 i 之 一 1， 如 是 有 单位 元 1, 的 ce- 代数 , 则 在 Qai EN 
有 一 个 e*- 范 at ), HA al) 及 
2 — QO) Aj = C(O, X +++ X Quais de), 


证 . 设 oC +) 是 的 41 上 的 cE AHESTE X € @ CBD 
为 4i LOHR), CSise—-1,e . 
e 一 |X|x。 是 Aa LMA. HH] Hi 依 oC +) 连续 ). 
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TREE (p.,0(45, 4,)) BROTE, SES, A UEZ 
tal. 对 尾 意 的 下 一 hE An KBE {lss hy 生成 的 As 的 交换 
c*-F RR, BRA BLAIR ps， 使 得 gp(2) 一 max {A414€ olh). 


3.5.3, QAB 上 只 有 一 个 e*- 范 ,再 依 系 3.2.6， 
f=] 
n—1 2-1 
可 见 的 各 @ E OYASB 上 依 of -) 是 连续 的 ， 从 而 


QUO ws 可 扩充 为 。 一 的 di 上 的 在 ?( 系 2.312)。 显然 


9 (-@@|)=u-). 1<i<e—1, 于 是 依 系 35.5, p= 
Q Xin KH UA, EMA, BX bs IG, EB, XCA) = 
f=1 5 


doh), 今 依 引 理 35.7，s 一 Sn 这 就 说 明 [OQ GIE 2 


1<i<n—1, ES, } 都 是 以 ) 连续 的 ,进而 Qo ts 


是 al * ) 连续 的 ， VW gi€ Zi, 1SISa, 依 引 理 3.5.8， el s y> 
al). 
另 一 方面 ;如 果 平 是 a 一 QA EMSA Kw 3.5.6, p= 


的 Xi, BUH 女 上 的 纯 态 ，1 <i <n, 所 以 ， 
alutu) = alu) 
= sup [purl 是 a — Q4; Lia} 


= sup [Q uart 是 4; ERASI <i <a} 
< lutu) S alutu) = muy, Wa € © Ais 


即 的 4; 上 仅 有 一 个 c*- 范 a), 


i=l 
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ius 


对 每 个 uE Q Ais 可 唯一 HS «= u(t, ITRS fa)» 这 里 


HK tsia) 是 a, x 。 X Q, 到 4, 中 的 连续 映 象 ， 显 然 ， 
luil 一 max {lers -+73 tie ds i<i<n—l} 将 是 


Q 4i 上 的 e*t- Bait, Mell = ou), BE 
oo 一 Qaia C(O, X ++ X Bais A,). 


最 后 ,对 任意 的 we Q 4i» HF 


alu) = sup { EG ‘a ted) | [Fe At, 
ihl <1, 1; E Q;, lLxisin— 1} 


<sup { 的 fo) 
Cu), 
因此 ，o( * ) 二 XA(. )。 TE. 
定理 3.5.10 设 4 是 c*- 代 数 , 1 过 i 过 4,a(，) 是 Qa: 
上 的 etA LOCC) aC) 
必 是 交叉 范 。 
W. 只 须 证 明 a - J= TE ). 依 命题 3.5.25 al .) 可 以 


开拓 为 Q 4A; 上 的 c*- 范 ,这 里 4; 一 4; (RA 有 单位 元 ) 或 


[kear Ml <1,1<i <a} 


者 A$ C1; (如 果 4; 无 单位 元 )， 又 依 定 理 3.29, QA 上 的 


ol +) 可 以 开拓 为 Qa 上 的 oC) Hk, EHBE A 有 


单位 元 1 1 LiLo, 


WR Airit An HA Ga 一 1) 个 是 交换 的 , 依 命 题 35.9 即 


.得 证 . 现在 归纳 假定 : 如 果 As sity Ay 中 有 起 个 是 交换 的 ， 则 


af? )> ale), 这 里 万 所 # 一 1 
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今 设 人 Ags 是 交换 的 ， Xi 是 Ai 上 上 的 纯 态 ， li 
n=l, 并 令 = [ree HDA 依 a( . ) 连续 |. 于 是 5s 是 


(Fns CAZ, Aa)) DRUT, 这 里 2 ,是 4 的 态 空间 。 对 人 尾 
MA) A= hE An, & BEB {lay A] 生成 的 4, 的 交换 c*- 子 代 
we, HRB LWA oe, HB delh) = max {4|%€ alh)}。 由 于 


{Asser Aas B} 由 有 天 个 是 交换 的 , 在 Q4i@ B E, Ge 
COSC). MRR 326, Qu@e EDAR bik 
aC) ESM ST QUO de 可 扩充 为 -QA 上 的 


Be. KA 355, p= Q xi 其 中 X, 是 A, LAR, BO oe 
FH EB, XA) 一 pA). WTSI 3.5-7, 6 一 Za 进而 
可 见 ， Q o ik al ) BR, Ypie 1i YHA 
3.5.8, a - ) 之 m(， ) EE. a: 

引 理 3.5.11 OR c*-RK 4B c* RK B ERI k AA, Ml 
O* 是 B* 到 A* 的 等 距 映 象 . 

W, 设 8 = {a€ 418(a) = 0}， 它 是 4 的 闭 双 侧 理 想 ,于 是 
4/ 与 Bx AW. 因此 ,对 任意 的 bE B, fol] = inf{flalllae 4, 
O(a) = 5}， 特 别 

{se Bill < 1}Co({oe A] [all <1}), 
于 是 对 任意 的 ge Bt, 
IO*Cg)Il = sup {le(Bla)) | Jae 4, lal <1} 
= sup {|e(o)||2€ B, [lol] < 1} = lgl. 
又 显然 lot = Ol <1, Ait, o* BS. TE. 


命题 35.12 设 a( . ) 是 Q 4; 上 的 cr- 范 , 则 aC) 是 
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& AD LKM aC) 而 异 的 交叉 范 ， 

证 。 依 定理 3.5.10 及 命题 3.1.3, a*(. ) 是 Qa 上 的 交 
Ri. HF a(S a(S tC), 因此 只 须 在 Qar L 
E at ) = af( . ). 自从 地 定义 一同 到 æ- Qai 
上 的 * 同 态 o, 使 得 O(u) = u, Vue Q Ai, 对 任意 的 w € 
Oar, HM oho) ER ote (% 一 Da) 元 的 范 数 .从 
而 由 加 *: (o — 和 ai) a 一 © ai)" BSI 3.5.11, 

ao) = sup {|iaCu)] THe Q in ou) <1} 
= sup {Ja (00) lué Q ai au) <i} 


= sup {1®*(0)(u)| |we © Ain alu) = tb 


= [lO*Co) || = af (a) 
TE, 
注 本 节 见 参考 文献 [55], [97], [115], [132]. | 


$6. = JE TR & 


设 # 是 正 整 数 ， Eyn # 维 的 Hilbert =e M, = 
BCE.) He Xx 7 阶 的 矩阵 代数 ， 

BIE 3.6.1 i 7 IER, 4 是 任意 的 a*- 代 数 , 则 M,@aA 
上 仅 有 一 个 ce* 范 C+), HE Me DAR al) REAR 
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Be. Wh, WR AR OF 中 的 co*- 代 数 ， 则 M.O 4* 同 构 于 
AEB BEL (= 个 ) 中 的 c*- 代 数 

. M "A)= {Cai Jeiian | ai € A, Wi, jh, 
并 且 | 
Ma A) = MaCA*) = {fdreisien lfii€ A*, Wis ths 
RH Chi)» Cai) = 2 faCon). 


证 . 设 lell <i, 7 <n} 是 Mi 的 矩阵 单位 , 即 
ch = ejis ejeu = Sigens Wig, ho ey 


于 是 ;每 个 EM, QA 可 唯一 地 写成 « 一 D) aO ei 从 而 可 


自然 地 建立 M.@4 到 M.(A) LRE EHO: O(a) = (ay). 
BA, MAA) E ADDA (nt) 中 的 ec- 代数， 如果 把 
M,(4) 的 范 数 通 过 转嫁 到 MBDA, BA, Ma QA 依 此 范 
ands *- 代 数 。 ike 2.1.10, 可见 M,@4 上 仪 有 一 个 

*- 范 af >), 而 且 e) 可 以 通过 M.(4) (HBR BBE, 
ee. 证 毕 . 

#. 今后 把 M.@4 5 M,(4) SAER. 

命题 3.6.2 设 5 是 正 整 数 ，4 是 c*- 代 数 ，a = Cade Mar 
《4)， 购 下列 条 忻 是 相互 等 价 的 ，1) a。 是 MCA) 的 正 元 ; 2) a 
EEA Cara) 元 的 和 ,这 里 asite anaE 45 3) 对 任意 的 x,，…， 
xa€ A, >; x#aiizi 是 4 的 正 元 。 

证 ，1) 推导 2): 设 Case) = tG Fie 

ai = 之 bkibrjs Vist. 

WE ca = tb, WM a =e t ere bey, 

2) 推导 3); 显然 . 

3) 推导 1): 如 果 (x, 90, E) 是 4 的 任意 的 循环 *# 表示 , 定 
X MAA) ie Ba la, AD DAAGT ` 

EEG) = (whi) s Vi) E Mal ADs 
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REHEAT Eis En, WR MEA, 使 得 aE > Eis 
Lin, 于 是 依 条 件 3) 
(#(a)()), Ci) 一 im 人 (= (Sane Je, s)>0, 


FALL, a) 是 DO A (个 ) 中 的 正 算 子 . 
DH n) 是 4 的 循环 * 表示 族 , 使 得 = 一 Ox 是 忠实 
的 , 则 = > 引入 也 将 是 MA) 的 忠实 表示 。 依 前 股 所 


iE, #0) > 0, Rit, a Œ M,(4) 的 正 元 ， 证 毕 。- 

定义 3.6.3 WOR c*- 代 数 4 到 c*- 代 数 引 中 的 线性 胸 象 ， 
n 是 正 整 数 ， 自 然 地 定义 Me(4) 到 M(B) PARIS On: 

Pallan) = (Bon), V an) € MlA). 

OF 2-iEN, #050 M.(4) 的 任意 正 元 变 为 MCB) 
的 正 元 ， 吕 称 为 全 正 的 , 指 对 任意 的 正 整数 +*，@ 是 x- 正 的 . 

命题 3.6.4 1) WRO EAN Bhi HA, Wo EEEN; 

2) 全 正 了 映 象 的 复合 也 是 全 正 的 ; 

3) 设 {x, Æ} EARRA ?是 Hilbert 空间 OF Be 
中 的 有 界线 性 映 象 , 则 OC . ) = ota )v 是 4 到 BC) 中 的 
全 正 映 象 . 

HE, 1) RAER, 对 任何 的 x, P, 也 是 Ma(4) 到 M(B) 
中 的 *# 同 态 ，2) 是 显然 的 。 O 

3) 对 任何 的 np，a ase Ay bis EC. 

D Olata b = (D aoti Y (D edoh) 

是 BCA) 的 正 元 ,再 依 命 题 3.6.2, 0 EZER. TER. 

引 理 3.6.5 MACE AB BH ECR 1-E RAR WO 
是 连续 的 。 

证 , :只 须 证 明 @ 是 闭 算 子 ， 设 a 一 0, BOG) h 对 
8B 上 任意 的 正 泛 函 jh rO EALNEZR, MME (命题 
2.3.2), Hb, Olan) 一 0，f(5) 一 0, 5 二 0。 证 毕 。 
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命题 3.6.6 hOB AF BOMERERS, 并 且 4 或 者 ?是 
a WO EREK. 
设 B 之 CF(Q)， 这 里 0 是 局 部 紧 Hausdorff ai. xE 
rie asta 0,6 Ay bistra nE By EQ, 


(D araara) O = D AO Dari NO 


一 多 (5 ZOR ， (> b€e)ai)) (2) 20 


因此 ,@ 是 全 正 的 . 
Sik Ax CF(0)，BCB(E)， 要 证 明 
D7 lar a), E) 0 Wa A, CO, LIN, 


依 引 理 3.6.5, FEO LARK Redon 测度 m E OaE 
Ej) = i: Ddu), Wat Aij Q uS 2 | ii | » 则 有 fi € 


L(9, p)» 使 得 2 有 Yi, i”, 对 任意 固定 的 复数 ee bls 
Hy @ BIEN, 


| | a(z)[’d (Sta mile) 
— (0(a"2) (> ui )» (5 uss )) > 0 ar 
Vac A, Ait, J) imi 是 0 上 的 正 测度 。 从 而 对 PP, rt 
ty >) Waifs) 之 0。 进而 存在 9 的 Borel FR Q, p(0,) = 0, 
使 得 对 于 任何 的 复 有 理 数 bite Be &Qs D) tfi > 


0。 任何 复数 可 为 揽 有 理 数 逼近 ,因此 ， 
Oe: Vi& Qs EC, 1<Si<n, ; 


于 是 ， 
S Oaa E) = DI) OFOD 


1)》 例 见报 而 的 定理 5.1.4。 
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= 下 (> aie) aD ) dats) >0, 


证 毕 . 

定理 3.6.7 设 4 是 c*- 人 代数， 是 Hilbert BHO AA 
BCH) POSIERR, WHE AM * Ba (x, CO}, vN 代数 
B= (A) 到 BC’) HEM MAT, UR BS 中 
的 有 界线 性 算 子 sz, 使 得 

Pa) 一 o*xla)v, Ya A, Pbv = vb, WHE B, 

以 及 e(B)crlAy, & = [rAd 90), lel = ell’, 
此 外 , RAAB, HHH OU) 一 1x、 则 * 可 以 是 等 
EH. SA 

证 . 设 ADK 是 4A, HK 作为 Banach 空间 的 代数 张 量 
RM 


(E aB Dan) Doras w 


Vais b;€ A, Ein ne W. HFORSEN, CÆPHAAR. I 
N={r€A Q KH Kr, 2) = 0}, r> 是 4 四 HW 到 
(ADH IIN 上 的 正则 瞻 象 ,于 是 上 面 的 非 负 内 积 诱导 
(AQ) AN 上 一 个 内 积 , 依 此 完备 化 ,得 到 Hilbert 空间 此 
对 任意 的 a€ 4，'56 B, 令 : 


x(a) 之 a ® E; = D124: @Eis 
wb) 5 ai Qi; = Dib6;, 
Vat 4, iE 0. ATORSEN,. © 
A ‘ as 
| cor Sy aBel = D arataa) 5) 


ETM) 


» 1886 


人 
X agl. 


FE x(a) 可 唯一 扩充 为 EE HARET ICL x(s). RE 
«We, OF} 是 4 的 站 表示 ,由 B =el, 


= ljal? 


m~, , 
[rO E ai @sill = Dero0C te), E) 
但 9 是 全 正 的 , 因此 (9 (a?aj)) 是 MCB’) 的 正 苑 。 从 而 可 写 
(Plaša) = (83,)* - (6), 这 里 bye B's, Wisp, Bits 


| ror X we 可 
ie a E 
eol) oL) 
Èn’ > ‘Es 
< wr (Ce () (i) (E) 


“oo 
pa gäll, a 


于 是 (8) 可 唯一 扩充 为 多 中 的 有 界 算 子 ， 仍 记 以 wl). A 
LEE BE) BOS) hae ARH p(B). 

如 果 (a) 是 B 的 任意 有 界 递增 网 za {pb} 是 B+ 
CH). 的 有 界 递增 网 ,由 于 对 任意 的 oj€ AY 5i€ OF, 
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= lls: 


ee 
ECOIN 之 aE 2) D DE) = 5 (Cet a; )bi8is Ei)» 
对 :上 取 极 限 , 即 见 见 sup ae = g (sup b> B 因此 ,区 是 正规 的 


今 设 {d} 是 .4 的 逼近 单位 元 ,于 是 依 引 理 3.6.5, {8C )) 是 
BUS), 的 有 界 递增 网 ， 因此 ， sup O(4;) = ( 强 算 子 )- im PCa), 


o H>H, 


n = LOE, VEe K, 
由 于 lI? = PDE, E) < NONE, Ae, lell < Pl, Vi. 
4S it, (dr — dY S Car — di), TE 


oy — vE < COC) — PCE, E240, VEEN. 


FUER TEIh nr BA lol < NOM. HF en 
n>? an (GDE, d; 2,07) = 《kaia)E， 1)» We H, l, 因此 ， v* 
aQe=O(c J5, Wat A, E KH, 由 此 ， v Sn d= 
Pad E, 所 以 ， 
: O(a) = v*x(a)v, Wat A, 
特别 地 ， lol<iel, 所 以 ， (ltl. R as DEA, E» 
a S 
et An Am 
(x(a), b@n) = lim (adi BE, bOI) 
= {O(b* aE, n> 
因此 ， «(aoe = 4DE, 特别 地 ， (A 09) = w, 及 4 的 六 
表示 (x, W} 是 非 退 化 的 ， 所 以 are, 注意 当 
bEB, EEK, 
O ADEJE = Plb) ov = 2 OBE = w(d,)0bE, 
因此 , Ww)v = vb, YEB, 
#1856 


后 ,如 果 4 有 单位 元 1， 并 且 PCL) = 1x. 取 上 面 的 d=. 


1, Vi, Hj së = 188, VEC, HW, legl =o), = 
IEPs YEE Se, Bl > 是 等 距 的 。 证 毕 ， 

命题 3.6.8 HORA RHHAERR, W A*a) < 
||P OCa%a), Wak A, 

证 . 无妨 设 BCB(26)， 依 定理 3.6.7, 

OCa)* O(a) = o*x(a* jvv*r(a)v 
< livi Potrata Jv = |Plata), 

引 理 3.6.9 AR ct- BEA c*- 子 代数 ，{x, E} 
是 BB 的 六 表示 , 则 有 4 的 BR [ro H 使 得 FF IE, 并 
E mC) = xs)E, Wee B, EC, ; 

”证 ， 依 命题 2.3.21， 可 设 {ry E) 为 B 上 的 态 P 产 生 。 P 
可 开拓 为 4 上 的 态 , 仍 记 以 p. 青 用 9 产生 4 的 * RR OME 
R. TER, 

命题 3.6.10 AE c* -代数 ， 了 3 是 4 的 c*- FRE, ons 
到 BC) 中 的 全 正 映 象 ， 则 可 开拓 为 4 到 BC) 中 的 全 
ERR. 

证 。 依 定理 3.67。 ABM 表示 {1,8}, Re: X> 
CO, BG OC) = o*alb)e, YEB, W im, & } 是 4 的 内 
表示 ,并 满足 引 理 3.6.9。 令 了 是 HA 上 的 投影 ,再 命 

gla) = o*Px,(a)Ps, Vat A, 
依 命题 3.6.4， 闻 是 4 到 BL) HHSERR. GR. TEE O 
的 开拓 ， 证 毕 ， : 
命题 3.6.11 BO; A; 到 B; PS ER, 1<i<n, 则 


Q 9; 可 扩充 为 四 一 Qa 到 a — D B; SER. 


W. HBC BC), WEH 3.6.7, 有 Ai HERR [ris 
ip vis Aio 使 得 
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Ola) = vtajCaj ui, YaE dis 1 Sian, 


A 3.26, Qu 可 扩充 为 m 一 OO 4i 的 * BR. & 

a2) = (Qu) -@ ToT (Qei) Yaca- Q4 
HOR a Q a; F a(® oe) 中 的 全 正 映 象 ， 此 外 由 于 
(@ a)cġ z Bi, 及 a— Q Bi 是 Q z: ËB e(a) 


中 的 一 致 闭 包 , Blt. o(a 一 & A zjca 一 ® Bi WEH. 


引 理 3.6.12 设 a, = Caf) € M C4) pees T 
Pak? = apais Ys æ s'ais fn, l, M 
am (apre same Ma A 


”证 . 只 须 对 m— 2 RER, WE + C) 及 Y= Owe 
Ma C(A)» 并 且 办 Vigis Rely 要 证 明 Ceara) € 
M (ADs. 
FA {ralis 7}, {yali i} 分 别 生成 4 的 c*- 子 代数 B， c, 由 
Fox ai = Xi» Yi = Yms Vin ip kel, Bit, bo = ch, VEE B, 
cee BR, x, ¥ 也 分 别 是 MCB), MCC) 的 正 元 ， TRIS 


tij io 之 可 六 5 一 ps cc 
这 里 EB, cE C, Visie 从 而 
Ceara) = D>) Cuen)" + (byen)), 
ki 


依 命题 3.6.2， 这 是 MO KEX, EE. | 
命题 3.6.13 设 @; 是 Ai 到 8 中 的 全 正 映 象 , 并且 O(a); 


(aj) = Pila) P00) Vase Ai 1S SG Sn 则 (Q a;)= 
n ivi 
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TY Oa) Ware Ai LSPS) 可 扩张 成 «一 & 4: 到 8 的 
‘i=l f=t $ 


LERZ. 
证 。 令 B 是 由 OCD 生成 的 8 的 c*- 子 代数 ， 于 是 bibis 
bibis VbjE Bi, 1 Six GRn 


首先 指出 由 是 Qa E BRERA. 设 = Dei AA 


7=1 
这 里 af E Ais vij Ts 于 是 
Rata) = 多 Pajta) Caf" ai). 


如 果 记 bu = OC aP*0)- Dula ta), WEI 3.6.12, a) 
是 M(B) 的 正 元 . 依 合 是 36.2， Èo diudi € B., Wi, XB 


{di} EBERT. Ask, Out ae 之 Bink Ba. 

NB LEWER o o0 将 是 Qa WEZE, M 
而 可 唯一 扩张 为 aQ A 上 的 正 泛 函 。 一 般 对 任意 的 Fe BT, 
jg 可 唯一 扩张 为 m 一 的 4 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 仍 然 记 以 

ong ` a fo) : - 
j, FÆTEXL O: B* 一 (“一 4) > PO = povre 
‘BY, 

我 们 说 O 是 连续 的 ,只 须 证 明 多 BAD. RACE B*) > 0, 
OD = 100 > F(€(— @ 4i)"), HEME a€ 4 


1 过 1 


(Q ai] = ümfi (II aa) =o 
.因此 ， EF: = 0, 即 4 ERR, 
今 对 任意 的 wk ® Ais 
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lPi = sup {ffsB(n) [fe B*, lH <1} 
= sup {IB A) EB*, WA <1} kP hC). 
Ak, 和 可 唯一 扩张 为 a, Qd: HEHARRERR, Hid 
È, x i 


最 后 ,证 明 9 是 w 一 QA HAREM. AT OR 


续 的 > 依 命题 3.6.2, RAN ERD eH My His” s HmE Qi» 
bs t> bm E B, TESA . 4 
D>) bO lutu; )bj € Bs. 


i 
w= > Q of, 1<i<m, 这 里 aR € Ags via: 由 
Fo, 是 全 正 的 ， 因此 。 (P, CaP a?) igram 是 M po B) 的 正 元 ， 
1&: <n, (5E 3.6.12, 

(a .(oie"af?)) ist ggg € Mon Br 
MES br = 6), 1 Siam, 1<tep, nag 


D BID Cuu); = x 3 bh I Da a bine 
dep=1 


依 命题 3.6.2， TREE RREH. 证 毕 . 
注 本 节 见 参考 文献 [29], [64]， [109]。 


$7 <*- 代 数 的 诱导 极限 


设 工 是 定向 指标 集 , 对 每 个 指标 ce I，4。 是 c*- 代 数 。 又 设 
对 任意 的 <8 (e, 8 EI), A Aa F] As 中 的 # 同 构 goes 使 得 
gpppn = Pras Vo, 8, TET, HEasfsr. 
设 | 
F7 = x Aa = {Caa uer | a, € Aas Vael} 
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CAFARZ AN 43 BAIN. FASE. 运算 等 .Fy” 自然 地 成 为 六 代数 。 令 
L = {a5 (a)l e 7, HE «el, 
: E ag = Doala), VES a}, 
BALSRTNtFRR wWRe~(ale Z, & lall= 
lim llasll, WY |] ES 上 的 c*- HH. BS 


9 = {oe lo = 0} = {Cade TZ | 
有 acl, HB ay 0, YP > ch, 
显然 9 是 L H* RUB. 如果 eos kL FH gja 上 的 
正则 里 象 ,显然 ‖z|| = lal 将 是 2/9 上 的 e*- 范 , 依 此 完备 化 、 
得 到 c*~ 代 数 A, o : 
定义 3.7.1 记 上 面 得 到 的 c*- 代 数 4 为 
i lin {dar ssl(o, BEL X IL e<l - 
REAA FHR {Pu s SET xX I, asp 定义 的 < “代数 
ik {4。|ct1} 的 诱导 极限 . - 
TEET a€I, > 
= {Ca E T |as = Pakaa), WB > 5 
BRL, pe nt 并 且 
A. = L d3 = {46 Lla FE (ae as 


使 得 aaie ame 


0 ,VIXa 
对 任意 的 ask das EN 
DiaC na)» V >a; 
l SET i , Vike, 
于 是 ， Dalas ) = (451) 定义 一 个 由 4。 A, 上 的 六 Hi. 特别 地 ， 
入 也 是 4 的 c* - 子 代数 ， 今 指出 
p. 一 DP ous Ve > a, 


事实 上 ,对 任意 的 a€ Aa 8 Ba, 
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PD asl ae) = (4, ak ER cans Da aa)» Vor) te ite 


Ht, PPr = Pas VP > c。 特 别 地 ， 
A, = DL Ag) = OOpa ACOA) = Ap, WE See, 
RABAUL CL a (V8 SRM KH HFS = Ue 
wel : 
Aik.¢/9=— U 4. MARIE 
acl 

“定理 3.7.2 设 A= lim {4e Psl Ce, 8)EL XT, a< £}, 
WEE 4 c*- FRB (Alae) KHEN cel, AAs) A, 
上 的 # 局 构 ©, BH: 1) 4.C4, Wap; 2) 0,=0,0,., Vos 
Bi 3) y 4, 在 4 中 是 称 的 。 


反 过 来 ， 我 们 也 有 - 
定理 3.7.3 设 B 是 c*- 代 数 ， (B,Jeen) E BAY c*-FRE 
族 , 且 对 每 个 acl, H 4 到 Bu ERA Pa E: 1) Bc 
Ba, Wa 83 2) Wa 一 Fosas Vo; 3) |) Ba BER, N 
acl z sa 
存在 A = lim{4as Oga| (a, PEI XI, a <8} FIBER R MH 


v, a EA) = Bas WP. = Yas Wael, XE {4,, Daja E I} 
如 定理 3.7.2 所 构 作 。 
证 。 对 任意 的 acl, oO; BA, BI BL iv * ale, ai 
ws | A, = 702, Vacs, 
事实 上 ,对 任意 的 A, POR Ca) = PODO Ca) = POr 
PP ,.05'Ca) = (EPa) (a) = gPa) FE, 我 们 可 以 定义 
U 4. žl] y B. LA* Ae, EF 


vA = 97.03, Yael, 
BAY EEE AE Ey A 4 EB ERG * A, eA 
g, BREEK. TE. 
系 3.7.4 设 4 是 c*- 代 数 族 ，{diwcf 是 4 的 c*- 子 代数 
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斤 , 使 得 ACA, Yap, HH U 4. CARR. 对 ace, 
agl : 
令 Do, 是 Aa BI Ae PHAR, Wl 4 * ABT ten ay lhe 
BEL XI, a <8}; . : 
事实 上 ， 取 定 理 3.7.3 中 的 pan Bs = das RW. = l 
(4, EXER), Vaci, BNE. 
定理 3.7.5 1k A= lim {Aa Pa| (ayp)EEXI op}, 
B = Hom{B Geel Cas AEE XT, a <f}, FERNER: a€ I, 
有 4。 到 Ba ER * es Aas 使 得 AP ra 一 gp 人 ， Vasp mwj 
Ax FU B. l 
JE, HEM 3.7.2, A= U4e B= \ 8. Š., 并 且 有 4. 到 
A, 上 的 ** 同 构 us Ba E) Bo Cty ® A wee 使 得 - 
一 Pps Va =F t Ya, h ET, weak: mes 
于 是 Foha 是 4. A] a 上 的 * 同 构 , 并 且 ; 
(Ap) Pe. = (OM pa Ae = Padas VORB, ` 
今 依 定理 3.7.3, 4e ABT 8. TER. 
命题 3.7.6 eee [myn = 1, 2, ‘tam zn}, 
B = lim{B,, orlm, n= 1, 25°°° = nh, DRM ET n, 4 la 
与 B。 都 # 同 构 于 Mp。。 这 里 M>, 是 Pe X Po 阶 的 矩阵 代数 , 且 
Pr < x, LE Pans Vm 分 别 把 Ans Bu 的 单位 元 变 成 Ams Bn 
的 单位 元 ， Vm 2 ts A Ax AATF BL 
证 。 依 定理 3.7.2, A= Ua, B 一 Uae Be XE Aas Bs, 
都 * AAT Vn, #H 
EAC CAC la € B,C CB, 
我 们 只 须 对 每 个 构 作 A, NB, 上 的 六 同 构 4,， 使 得 
eas | = An» Yn. 
设 已 有 4 -s As 满足 要 求 ,我 们 来 构造 Asis Fl) Baas 上 的 水 
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HH Ao E Anj ds = Ae. 

设 tenli Sij SPa) HA, POSE ir RH 

eñ = ejis ejer = Bireis Wis js Rol 

如 果 把 Asis 与 Mea, = BC) SAEK, KBE Pun 
维 的 Hilbert ZE, ACA TÆ [eull SiS P) MAE 
中 相互 直 交 、( 关 于 YN 代数 BC) 等 价 且 和 为 te 的 投影 族 。 
rates 如 果 命 Hi = euf a Wi dim 6°; = dim 2f i, 1 i, jS 

， 这 说 明 m 一 好 to 是 正 整数 ， 并 且 dim Ol; = m, Vi, > 
el {osn l SiiS mC Äss 使 得 


vini = Viais VURAL = ik Vis ts ks iy 
m 
x 
并 且 > Viini = Cu. EMS 
f=) 


Piki = CHPli k’ 1 ts k Par 1S ism, 
易 证 它 是 An 的 矩阵 单位 . 
记 fa = ACen), BR (hill is jor} BB, 的 矩阵 单 
位 . 同样 的 手续 施 于 Bsns 可 找到 {minl Sty <m} 使 得 


o Miimi S Bijates Hiini ™ Örtris Vis fs sis : 


并 且 > tint = fu, TÆ 


Hiii = fiuseyy, wtigs I&i, R S Pr, 1 Sti i<im 
是 B. HSER. Oo so 
Antiki = Kijki 1S4, k. SPs 1Siz,l =m, l 

即 见 As MEER. WE. 
: 现在 考虑 A= lim {das Dial Cas BEL xi, as Bs 并 设 
Pa 是 4。 上 的 态 ， Wael, 使 得 

Pel Ps a0) = Pel aa)s N da Edas a SP (1) 
用 Po 定义 Ag EBA Pa: 

Pal aa) = PACT (a.))> 了 au Aas ae l. 
1% B®, 见 定理 3.7.25 TER Ch) 及 定理 3.7.2, 
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Psa.) m ph Pa laa) ) pe Ps PP Can) 
= pal Da OO: 95(a.)) = Pal Os (az)) = GC az)» 


V4, 0<6, Kit, elec EX UZ 上 一 个 线性 泛 


Be, 使 得 pli 一 pa Vaci H3 PIURE KRHA L 
的 态 , 仍 记 以 p. 
定义 3.7.7 上 面 得 到 的 4 一 lin { 4， Palle A)JEIX I, 


CSA} 上 的 态 g， HH {po Pallas AEX I, a <87 AE 
导 极 限 ， 记 以 | 
P = lim{ par Ppa] (a, ET XT, a <8} 


注 本 节 见 参考 文献 [197]，[111]. 
§8. < “代数 的 任意 张 量 积 


设 4 是 任意 的 指标 集 , 对 每 个 1E A, 也 是 有 单位 元 1, 的 <*- 
代数 ， 命 


Q 4i = fu = uO QU] F 是 4 的 有 限 子 集 use Q 4} 
IEA IGF IEF 
定义 u> “® Q u=, R © aN =R olup)—0, Ype 
i lea 1€F ; 


SY), BUS 是 4A WRB, 16 A, BR, Q4 将 自然 地 成 
IEA 


为 * 代 数 , 称 为 {4111€ A} 的 代数 张 晶 积 。 
g Ay ERER Ul 称 为 交叉 范 , 指 对 4 的 任意 有 限于 集 下， 


a € a tE Fy 有 
[Q a8 Q ull = TT tle. 
IF I&F ser 
例如 村 


Alu) 一 ui tR ® piu) 
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he At, lAl <l, i€ nal 


F 是 4 的 有 限 子 集 ， pe Pty ISF 


ru) = inf {> I NaI] | as 
gä IO POR, kE aP E Ars Vie F} 


i er 
都 是 交叉 范 ,并 且 r) 是 最 大 的 交叉 范 - 
Qa 上 的 范 数 oC) 称 为 c*- 范 , 指 


uv) Salujalr), a(ut*u) = luy, Wa, vE Q Ai 


依 此 完备 化 的 <*- 代 数 记 作 a 一 Q 4 称 为 <*- 代 数 族 【4 
1e A} 依 c+- 范 aC) 的 张 量 识 . 

在 @ 4 上 ,同样 有 空间 的 .。*- 范 m( ， EEIT TA 最 
大 的 cr- 范 6+ )， 任意 的 co*- 范 (O) 必 满 足 1C-) a(S 
a(- ) <r), 特别 a . ) BARA, Ault, ORAR 
$ 1 一 $5 作 相应 讨论 . 

命 1 一 {FIF 是 4 的 有 限 子 集 }, 依 包 合 关系 ,I 是 定向 指标 
SK, 如 果 oC) Q4 上 的 c*- AHER FEL, 令 or(.) 


是 aC- 》 限 于 eo 所 诱导 的 OO 4, 上 的 c*- 范 ,并 
TEF i 了 none nta 
记 Bs 一 a; 一 的 4 如 果 F, FEl, HA FDF, & 
TEF 


Perlur) = ur @ & lis Vur€ & Ay 
PEFR IEF 


BR. Prr 可 扩张 为 Br 到 Bz, 中 的 米 同 构 , 并 上 映 Be 的 单位 元 为 
Br 的 单位 元 ,也 易 见 
Opp Pre 一 Opry VF" DF'DF, 
依 定理 3.7.3, 容易 证 明 
命题 3.8.1 c*- 代 数 a 一 ® AAAF 


«195» 


lim {Bp, Orel (F, FEL XI, PCF}, 


作为 例子 ,我 们 考虑 
定义 382 c*- 代 数 4 称 为 (UHF) (— BU APN, 18 4 


单位 元 1 及 EAC CAC CA, 使 得 AS U Ans 这 
HE 4, * AT APRA RR. 

如 果 A. x WT Ps 阶 和 矩阵 代数 ， Was {HER A de {eo} 型 的 
(UHF) 代数 。 

这 时 ， 命 Pnn 是 As 到 Am PARKA BRR » Yman, RA 
Bete Ax RAT i SiR 

‘Him{ As, One| ms = L, Zyros ym > nt, 

此 外 , 依 命题 3.7.6， 同 型 的 (UHF) 代数 必然 是 * ERRO. 


Pans n=l, 2e R, Be 同 构 于 ce*- 代 数 m 一 Q Mm, 
这 里 Mo, E m BERRI DI m = Pp ma = PUP WD 
2, 
. 必要 要 性 已 为 命题 3.7. 6 的 证 阴 所 包含 。 RZ Pol Pass 
. 由 于 m 一 Q Mas ~= Mr,» Yas Ries % — a Mm, 就 
是 {p。} 型 的 (UHF) REO 
已 经 指出 同型 的 UHF) REKA k 同 构 的 ; 因此， {Pe} 型 


(UHF) 代数 必 x# 周 构 于 wm Q) Mma TER. 


注 ， 可 仿 引 理 3.6.1 证 明 ， Q Mw， 上 仅 有 一 个 空间 的 ce- 
范 a+), 

现在 向 到 c*_ 代 数 任意 张 是 积 的 讨论 ， 

定义 3.8.4 设 4 是 任意 指标 集 ， 对 每 个 1€ 4, 是 Hh. 
Ibert ZR. WE E = (EDreas BECK, cal =1, Vi, 
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Hilbert SR (lE A} RFBBR E = (iea vee: 
记 作 Se, 撒 它 是 由 线性 空间 


Òr U [O ro 四 是 | 了 是 4 的 有 限 子 集 } 
rea EF t&F 
(这 里 QH, 是 第 一 章 54sF 一 2 情形 的 自然 推广 ) 依 照 内 积 


(Q ni & (0A 去 ) Q) tı @ BEY = II (ms Ei) 
EF GF Fer f&F feF 


(Wa, LEZ n LEF, FF 是 A 的 有 限于 集 ) 的 完备 化 . 

. 引 理 3.8.5 设 M,N 分别 是 Hilbert Bil A, Of 中 的 vN 
RRM, FE Ma, BE Nys wij Cig) € (M@N)« 并 且 lye 二 
f- diels ix (Bee (MON)e>, 指 有 pe MON)»: 使 得 
PaRI) = KO), Ve M, yEN, 自然 这 9 是 叭 一 的 ， 记 
Lp = i8. 

证 . UE sE TCE), rE ETOO), 使 得 

fs) = tr Csr), Vr EM>. 8O) =u Gy), MIEN,- .- 

易 见 s@ee TCO BAH), ls = ish- hh, BH 

r (Qt @y)) = f@ eG), VeEM, YEN, 
Ate JO = n (CGR) -JE MON) A Melsi. 
ell, TAR ss 2, E Ilo fell, SHERR lfl, igl Br- 
de gi <Alle tel: RRA BAM. A, sle. 
ffi - del. EE. ; 


命题 3.8.6 = OM. 对 每 个 LEA, MBE, 
中 的 vN 代数 ， 又 设 MM 是 由 {ue @ ute “te 生成 的 @ 中 
的 VN 代数 ， 则 
DMH [ue @ ulied 生成 ; 


2) M = BC), Ae Mi = BCH), Wie ee 
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3) ME OF 中 的 因子 ， 当 且 仅 当 ，M, 是 PRAT, 
YIE A, 


证 .1) 设 F 是 4 的 任意 有 限 子 集 , 显然 
&-(@ er)a(@ Xi) M = MrQMae 


这 里 Mr 是 {Ml E F} 的 YN ARKEA, Wl Mr 一 QM 
M ar 由 [o 2. alert | 生成 。 依 定理 14.12, 


M’ = Me 
& gel: y=: Q ë» Q E)E Midas 依 引 理 385， HM 


到 MP ce tye Wee Dro, 使 得 , 
l DC) Cfr) = C:@er)(«)s Yee M’, fr€ Wii 
设 上 是 多 "中 如 下 形式 的 一 一 秩 算 子 


s Sr : F! » WHE x 

27 (a eQ DG 8 Qa) ne 2 

这 里 Ep OAL TETS 1 一 ntan KH BOL: 

中 的 一 秩 算 子 ， tome = Cr Ele VERS ue 是 
ëR . 

È 

DQ x : 中 的 一 铁 算 子 ， tary 一 G QE) Q -Ers 


Iar 


Yge QF. 设 fC + Dow (Gr * JE CMP MER ars = 


1&F 
Er C "dE (Miarles 于 是 对 任意 的 x & M'， 
tr CPEE BP) = (fr OE DI DP ~ 
a Prl) Cr) = Cfr@gz)() = Cze), ; a 
这 里 P= Q L. HF el< VF, BY) 的 有 界 球 是 


a BCE), T(8)) 紧 的 ， 因 此 (Oe) QP-|F} BRAY. 
A ; 

KO HERA Q 2 ， 元 构成 的 一 秩 算 子 4， 有 ull- 
res ne hase {. 
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y)) = 0, 但 这 样 的 : 的 线性 和 在 0 中 是 稠 的 , Ait, z= 
Y, BD 


B T ` 
poop EELER Were ue. 


依 定理 1.4.12, Ors) 《MI 一 Q) Mis VreM’. 因此 
uci Q ilie ay” 
- PRE 
反 包 合 关系 是 显然 的 ,因此 ，M' 由 {M;@ Q 1 [ze A} 生成 


2) M = BCE), MARE, M= Ciy, 由 1)， 这 等 价 于 
Mi= Ch, YI, BI Mi = BCZ), YI. 
3) M 是 & 中 的 因子 XAN, MUM’ ER BCS), 


依 1), 这 等 价 于 人 MiUMD @ Q ihre ab 生成 BOO). HR 
Fær 

2), BE (M1U M;) 生成 BCZ), RM È ,中 的 因子 , Vi, 
证 毕 . 

命题 3.8.7 设 4 是 任意 的 指标 集 ，4 是 有 单位 元 1 的 c*- 
fi, p: 是 4) LWA, WIE A, RB el- ) 是 OA, 上 的 cr*- 

LEA 

ti, 二 a 一 的 41:， M 的 po 可 以 唯一 扩张 为 4 上 的 态 g，, 并 
且 9 是 4 上 的 纯 态 (或 因子 态 2), 当 且 仅 当 ，9%: 是 4) 上 的 纯 态 (或 


AFE) Vie A. 
证 ， 用 p 产生 4A, PRR * RA (r Ais Ea VIE A, te 


X 是 {ie A} KFBAR E=(Eniea AS Sk Bt RR, r= 


人 zi Tht» {x,y & , &} 是 4 的 循环 * 表示 。 


KA 3.26, Qo 可 唯一 扩张 为 4 上 的 态 pg， 用 产生 4 的 
IEA 
循环 * 表示 {xps Zos lo}. AT 
1) <c*- 代 数 的 态 称 为 因子 的 * 指 它 产 生 的 水 表示 是 因 - 子 的 《定义 2.10.5). 
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x(n)E, EY = Q) elu) = plu) = (x(u)lys 1¢), 


Vue (0 4i, 因此 ， tr， CO} & [res & oh. 今 依 命题 3.8.6, IZ 


即 得 证 . 
注 ， 依 命题 3.8.1，4 ced eke 


IEA 


BR Qo ai 扩张 为 a as di EWA Ppr 


rer IEF 
VFEL 依 定义 3.7.7 易 见 4 上 的 态 ”— p: 即 相 应 于 
lim{ Bry Pre! CFs F’) elx1, FCF'} 上 的 诱导 极限 态 
lim {qr rr| CF, F)EIXxL, FCF’}. 

注 . 本 节 见 参考 文献 [41]， [so], [97], [111]. 
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第 四 章 v- 代 数 


w*- 代 数 就 是 抽象 的 YN 代数 。 它 不 依赖 于 . Hilbert ZARE 
义 ,然而 可 以 通过 vN 代数 的 理论 来 研究 它 . 因此 ， E 一 章 
的 继续 。 

§ 1 指出 范 数 为 1 PR eR ee (4:1. 5), ERT 
H. Umegahi 5 J. Tomiyama. § 2 证 明 重 要 的 S. Sakai 定理 (4.2.6)， 
指出 w#- 代 数 与 WN ARM, A. oR WN 代数 
的 抽象 定义 、 这 个 定理 与 “代数 表示 定理 〈2.3.20)， 可 以 说 整 
个 算 子 代数 的 理论 是 基于 它们 而 发 展 起 来 的 。 此 外 ，§ 2 中 的 证 
明 利用 $11 的 结果 《不 同 于 Sakai 原来 的 证 明 》。$ 3 用 抽象 的 方 
式 定义 w*- 代 数 的 张 量 积 , 实 质 与 vN 代数 张 最 积 相同。§$ 4: 指 出 
w*- 代 数 上 任意 有 界线 柏 泛 函 可 分 解 为 正规 部 分 与 奇异 部 分 ， 并 
给 出 了 奇异 泛 函 的 特征 (4.4.2, 属于 M. Takesaki) 演 正 规 泛 函 的 
全 可 加 的 特征 (4.4.5)。 此 外 , 叉 证 明了 sw*- 代 数 的 准 对 侦 是 戏 列 
备 的 (4.4.7， 属 于 C，A，Akemann)。55 讨 论 w*- 代 数 准 对 偶 的 
弱 紧 子 集 的 特征 《4.5.1)， 可 以 说 是 第 一 章 $11 的 继续 。 


$ 1。 范 数 为 1 HRERS 


定义 4.1.1 设 4 是 有 单位 元 1 的 C*- 代 数 , BRA c*- 子 
代数 ,了 且 leB, P BABB LIRA 1 RMR TG PAR 
的 , PA = B, Ph =b, WHE B, 及 || Pall < lal, Wee 4, 

BM 412 wed fe c*- LMA Bhc*- CM BPOHERERR, 
#H 4A Afs M leh = hoc. 

证 。 (WER 2.12.5, RINER 

HAC DI} < OCI), Ya* = he A, 
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过 此 可 以 假定 4 是 交换 和 的， 依 命 题 3.6.6, PREZEN. RHE 
BCBt.22)。 依 定理 3.6.7， 有 4 的 非 退化 订 表示 fx, Ah 及 
X HA PRAT e, 使 得 

O(a) = v*x(ay, Wae A, lol = toll}, 
于 是 WC = letel = lel? = Hol. 证 毕 . 

@M413 设 4 是 有 单位 元 1 的 c*- 人 代数, P 是 4 中 的 正 线 

Ekg HH Pi 一 1 及 : 

P(Pb,-a- Ph) = Ph,» Pa. Phn Va, bs BE Ay 
则 PA =B 是 4 的 c*- 子 代数 ，l&€ 8B， 及 P 是 4 到 B 上 范 数 为 
1 的 投影 瑞 象 。 l i 

证 。. 依 引 理 4.1.2, IPI 一 1。 对 于 任 囊 的 ee4，Po 一 
P(PL. 1. Pe) 一 Pa， 因此 了 是 4 中 的 投影 爱 象 ， 今 只 须 证明 
PA =B 是 4 的 c*- 子 代数 。 由 于 PP 是 正 的 ;因此 ，B8* 一 了 .又 

Pa- Ph = Pa - P1 - Ph = P(Pa. 1+ Pb), Vasbé A, 
因此 ,B 对 于 莱 法 运算 封闭 ， 此 外 ,如 果 ass sE A, Ps, >a, R) 
P'an = Pa, > Ps = a, PBEM. TH. 

R414 设 P 是 4 到 B 上 的 范 数 为 1 的 投影 映 象 ; 则 P 可 
扩张 为 4** 到 B** 上 范 数 为 See 并 且 将 是 oC 4**, 
A*)-o( B**, B*) 连续 的 . 

注 。 依 定 理 2.11.2，A4** 是 c*- 代 数 ， 并 以 4 为 它 的 cr -FR 
数 , 闻 时 4 AA RCI A** 的 单位 元 ， 此 外 , 依 命 题 2.11.4， 
B** 可 看 作为 下 在 A** 中 的 of 4**, A*) 闭 包 , 因 此 ，B** 也 是 
A** 的 c*- 子 代数 。 

证 。 GR, P** 是 4** 到 B** 上 范 数 为 1 的 , 且 o(4**， 
A*)-o( B**, B*) 连续 的 线 姓 颇 象 ， 此 外 ，P**|4 = P, Ast, 
P** 也 是 投影 映 象 。 证 毕 . 

定理 4.1.5 设 4 是 有 单位 元 1 的 c*- 子 代数 ,BB 是 4 的 c*- 子 
代数 , 旦 1€E B,P 是 4 到 B 上 范 数 为 1 HBR 

1) P 是 全 正 的 ; 

2) P(Pa+b) = Pa» Po = Pla- Ph), Va, b€ A; 
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3) (Px)* + (Px) < P(a*x)}, Yre A, 
证 。 ACTEM P 是 正 的 . HMR BCB(26)， 及 1 一 1x， 
对 任意 的 EEX, + 
wpa) = (P (a)E, E), Vac A, 
由 于 PI 一 1 [P= 1, Auk, oi) = lel = fol. 依 命题 
2.3.3, wt( - ) 是 4 上 的 正 泛 函 。 因 此 ,P 是 4 到 好 的 正 线性 映 象 ， 
必要 时 ,把 P 作 如 同 引 理 4.1.3 的 扩张 ， FERED 2.11.2, 可 
以 假定 中 为 其 投影 元 全 体 的 线性 闭 包 因此 ，27 7 可 以 归结 为 证 明 
l P(pa) =p» Pa, P(af) = Pa- P, l 
但 由 于 了 是 正 的 ,将 保持 * 运 算 , 从 而 2) 又 归结 为 证 明 ; 
P(fa)= p+ Pa, Wae A, 
P A BRE., 
今 取 定 BRE P. WE YE, Mas iyi <1, FHP > PP, 
Pp = p> P(ey?), Hill, eP(PyP)e = P(pyp)， 进 而 
P(pxp) = pP(pxp)P, Wx A. (1) 
代 ? 以 《1 一 P), 则 又 有 
O PPO —p)) 
= (1 — PPC — Pel ~ PY — P), Yre A, a) 
WE a€ A, fal <1, MI 
PoC — PY Enpi = MPa — P)Enb) -PaA — Pp)+np)* hs 
= lpa(l — patp + mpll < (1 + 078, 


& a = P(pal1 — P)). WẸ + (Pa'P + PaP) #0, 无 妨 设 它 


AEB AA GERAR, THR RU, RIES). FR 
le + mol = |lPa’? + nell 


Baten 


= |+ cpa? + pap) +nP 


Shia C1 + DE > Pa — P) + npl) > hPa — P) n= 
lo’ + Pll Sa tn, 这 当 n 充 分 大 了 时 是 不 可 能 的 。 因 此 ， 
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= (hap + pat) = 0, 


同样 ,如 果 二 (PaP Pa?) Oke 0, 代 上 面 的 # 以 itt, 也 得 到 矛 


JR. PRA 
pa'p = 0, (2) 
| hPa” = PC 一 ja*p), 同上 证 明 ( 但 代 P 以 (1 一 P)» 
应 有 《1 一 Po"(1 一 了 ) = 0, Bit : 
(1— pa'(l—P)=0. (3) 
今 设 (1 一 pja'p 0， 由 《2), G), SMe BAM, 
flo” + a(t — Pa't = Neo’ — P) + Ce DO — Pa'h) 
= max{||Pa’'C1 — P) Ca + LICL — P)a’Pll} 
= (a + DIG — pye'pll; 
另 一 方面 ,= 充分 大 时 ,由 于 (i 一 spe B, 
fa’ + nC — P)a’Pll = Ppa(t — P) + all — Pya'p)l 
< ltal — P) + Cl — Paph = alll — pe'pl 
这 就 产生 矛盾 ， 因 此 ， . 
《1 — P)a’P = 0, (4) 
由 (2), (3), (4), a! = pa't1 P); Bp 
Plpall — 2)) = PP (aC — 2))C1 — P) (5) 
RrU G-p), 同样 有 
P((1 —p)ap)= (1 — PPG — PJaP)P (6) 
由 Pa = P(tap) + P(Pa(t — P)) + PCC — P)aP) + PCC 一 
PJG — P)), HAW C1), 0’), (5), (6), 可 见 
P - Pa. (1 — £) = Plfall — 8)), 
~- P+ Pa- p = Plpap). 
所 以 , P- Pa = PCps)， 于 是 2) 得 证 . 
对 任意 的 zz 已 BE 了 Ba pane dy 依 2) 及 PP 是 正 
的 ;于 是 i 
Dd) orPlayo)d, = D) Plotasabi) 
inj tj TE- 
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人吉 
是 8 的 正 元 ,因此 ,P 蚌 全 正 的 . o 
最 后 ,由 于 
P(x*x) — (Px)*- (Pr) 
= P(x*2)— PCP x* - x)— Plzx*.. Px) + P(Px*- 1+ Pr) 
= P((x— Px)*+ (x — Pr)) 20, 
Pru CP x)* - (Pr) < P(x*x); Wee 4, TER. 
命题 41.6 设 M,N 分 别 是 Os OC 中 的 YN 代数 , 则 存在 
MÈNAN EAI 1 的 投影 映 象 ,并且 名 是 o 一 o 连续 的 . 
注 。 这 里 把 N 与 1 w@N 等 同 起 来 ,从 而 NN 可 看 成 MM 了 @N 的 
c*- 子 代数 , 且 包 含 MON 的 单位 元 .。 
iz. PHM 上 的 正规 态 , 定 义 .. 
PN = (pI), Vee MGN，fE Ns, 
依 引 理 3.8.5, 即 可 见 甸 满足 要 求证 毕 , 
= 本 节 见 参考 文献 [124], [125], [127]. 


52 wx- 代 数 及 其 * 表示 


ENX 4.2.1  c*- RRM RH xz- 代数 ， nee Banach 空间 
My, WEE M = (M,)*, 

依 命题 1.3.3, 所 有 的 vN 代数 是 w*- 代 数 。 Meas in 
KAR <*- 代 数 , 则 A4** 是 w*- 代 数 ， 

SIR 4.2.2 ze*- 代 数 必 有 单位 元 。 . 

EXE, ERIAREN k R D oh AA. PGE 2.5.3, 
可 见 必 有 单位 元 . - 

今 设 M Æ w*- 代 数 ,其 单位 元 是 1。 依 定理 2.11.2，Msi 也 
是 w*- 代 数 以 M 为 它 的 c*- 子 代数 , 且 工 也 是 M** 的 单位 元 . 
设 M=(M,)*, Ms BIF M* 的 闭 子 空间 , 令 P:M** >M, 

P(X) = XIM#, WXEM**, 


-205% 


显然 ,P 将 是 M** 到 上 范 数 为 工 的 投影 映 象 ,并 且 是 
a(M**, M*)-o(M, My) ERB. $ 
9={xeM**|PX = 0} = Mi, 
即 是 M, 作为 M* 的 闭 子 空间 在 M** 中 的 直 交 余 , 因 此 ,3 是 
o( M**, M*) 闭 的 。 依 定理 4.1.5， 

P(aXb) =a. P(X)- b, VWXEM**, a,b€M, 
依 第 二 章 $11 的 讨论 ， M** 可 以 看 作为 oN 代数 ,因此 ，M** 中 
的 乘法 对 单个 变量 是 a(M**,。M*) ERR. MM 在 M** 中 是 
o(M**,M*) 稠 的 ,从 而 ,3 是 M** 的 * 双人 向 理想 ， 依 命题 1.7.1， 
有 M** 唯一 的 中 心 投影 z, 使 得 

$= Mi= M**(1 — z). 
PP 是 投影 映 象 及 9 是 汉 侧 理想, 因此 ， 
(P(X) — X)€ 9, TECH) — X)Yé9, 


依 定理 4.1.5, 
P(XY) = P(X)- sey WX, YE M™, 
所 以 ,P 是 M**z 到 M HAS. 


显然 ，P(zz) 一 x， Vee M， 因 此 ,如 果 Q 是 P: M**z 一 M 

BY et Be Ul 
C(x) = «2, Wee M, 

任意 的 XEM, WEH X= P(X) 十 (《X 一 i 又 车 
x€MN9, ill x 一 Px = 0, Alk, 

. M** = M }MŁ, 

M** 中 的 莱 法 对 单个 变量 是 o( M**, M*) 连续 的 ,因此 如 果 
FeM*, WRF 与 Ra-oBP《 其 意义 见 第 一 章 59)》 tee M*, bh 
而 ， M* = RM*+ Ra-nM*, 今 证 朋 

My = R,M*, 
事实 上 , Me M* RIF 2) A, Me (ME) LCM 
z)) Hilt, MePR.M*, RZ, WR fE Me, WKXA- 
ey) = 0, KX) = f(Xz) = (RCX), VXEM*™, Ait, i = 
R.f. Fru, Me = R,M*, l 
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今 指出 M BIM**s Lik BOWE (M, Majol M**, 


M*) ERR. AW in}CM, q e = OO NS, 对 任意 的 FE M*， 
由 于 f= ReFe Mx， 因 此 ， 
FCO) = Fer) = f(r) > 0. 
” 综 上 所 述 ,我 们 有 ia 
M423 AME w*- 代 数 , M 一 (Ms)*， 12M, Ms 分 别 
TE WISER A M**, M* 之 中 , 则 存在 M** 的 中 心 投影 z MB 
M 上 范 数 为 1 的 投影 映 象 了, 使 得 : 
1) P 也 是 M** 到 M 上 的 * 同 态 , 并 且 是 out, M*)- 
o(M, My) 连续 的 ; 
2) PÈ M**z 到 M EMR, 设 其 逆 映 象 为 9， 则 
Q(x) = xz, VWre M, HH OWE aM, M,)-o(M**, M*) Æ 
续 的 ; Re 
3) Mt= we — x), M, = RM*,. DE 
M** = M4Mi, M* = My+ Ra_oM*,. 


EX 424 AM Ew ae M = (My)*5 {xo Æ} 称 为 
MM 的 w*- 表 示 , 指 * 是 M BBC) HMA. 并 且 是 eM, 
M ,)-o( BCS), TCE )) ERW. 

如 果 {x, CO} E M 的 w*- 表 示 , 仿 照 命题 1.8.13: 移 证 明 , 易 
见 (M) BO RRP RR. WR RIM, 
m1) S= ly, Rx(M) 是 多 中 的 vN 代数 . UR ER 
的 , 依 命题 1.2.6 及 M BRERA CM, My) Rte, HU x(M) 到 
M 上 的 * fel ig * 也 是 BCE), TCE) oM, Me) ERB, 

EA 4.2.5 EME w*- 代 数 ， 则 对 ARAB w*-R 
示 . 特别 ，w*- 代 数 必 可 六 同 构 于 VN 代数 诅 这 *# 同 构 是 d-o E 
续 的 。 iage S 
W He, 2 } 是 M 作为 c*- 代 数 的 泛 表 示 ， 依 第 二 章 4$ H 
的 讨论 tz, OT AGH w*- 代 数 M** 忠实 的 非 退 化 w*- 表 示 ， 
仍 记 以 {x, GE}. KH 4.2.3, AM 到 M#*#z 上 o-o ERY * 
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同 构 O, FH, {10 ele) SP} 并 为 M 忠实 的 非 退 化 w*- 表 示 ， 
in. | 
注 。 依 此 定理 ,我 们 可 以 把 w*- 代 数 当 作 vN 代数 来 对 待 ( 只 
要 不 涉及 到 vN 代数 的 交换 于 )。 特 别 ,我 们 有 

命题 4.2.6 ME wt- M 一 《M4)*, 则 M 中 的 * 运 
算是 (M, My) ERMA ATE RHE (M, My) 连续 
的 ; M* M 上 正规 正 泛 函 全 体 的 线性 包 , 特 别 , My 是 唯一 的 ?; 
对 M 上 任意 的 正规 正 泛 函 p, M GNS 构造 ,可 以 产生 MM 的 特 
环 w*- 表 示 (xg, Hos lg}. 如果 记 Sn, YM 上 正规 态 的 全 体 ， 
则 fx = Ze = zer.) 是 忠实 的 非 退 化 w*- 表 


示 , 将 称 它 为 w*- 代 数 M HEARR. 

现在 讨论 w*- RAL ME. 

定理 4.2.7 设 4 是 < -代数 ,fr; 22} 是 4 的 * 表示 , 则 存在 
w*- 代 数 4** 唯一 的 w*- 表 示 (a, OF} 是 = 的 扩张 ,并 且 起 4i*) 
是 x(4) 的 弱 算 子 闭 包 。 反 之, 如果 {x*, OO} AM 的 w*- 表 
Ky {x = x |A, ©} 是 4 的 # 表示 ， 当 将 = 作 上 上 述 的 扩张 时 ， 
=at, 因此 ,4 的 * 表 未 与 4** 的 w*- 表 示 一 一 对 应 , 

证 。 注意 x: 4 一 BUS), mn*: 有 (2 > A*, Q ag = 
a*|T CO), Bt (ae)*, Wa: 4** > BO), RARE 
ADE BOR, Fixe: TOL) A, Bit, eB ola, a*)- 
(BCG), TCE) 连续 的 . 注意 
CD = ame) = a) = =a)», a 

Vac A, 1€ T(E). | p$ 

所 以 ,去 是 = 的 扩张 . GAE A** pE o(A™, A*) RINK a- 
连续 ,因此 ，{#， OF} 是 At 的 w*-BOR, BO} 的 唯一 扩张 . 
定义 4.2.4 已 指出 aA) 是 滋 算 子 闭 的 ,因此 是 x(4) 的 弱 算 子 
Hu. SERA. TE. . 


1) 因此 ,也 称 Ms 为 M KHR PACpcedual), 
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命题 428 设 (x, i} E w*- {RM EIB wt- RM 
ker m; = {a E Miw(a} = 0}, = 1,2, WR-kera,Ckherx,, Wh 
las Fs} BENE (mo OC} 的 基 个 增补 的 诱导 * 即 存在 Hilbert 
室 间 .522 ， 及 (MDC) 的 投影 如 ,使 得 (i n) 西 等 
HF {xz, P(E BH), 这 里 z(a) = (2.60) @1x)?’s VaeM, 

o WE. 令 M;= xi(M ),. A] M; BE; 中 的 vN 代数 ， i = 1,2, 
由 于 kere, Cherm, 因此 可 以 建 立 M: 到 M, ARTEEN 
使 得 @om = a, OEE 1.12.4。 即 得 证 。 

命题 4.2.9 Bla SF, sig Phone w? LER, ker x; = 
{a€ MIs(s) = 0}, i= 1,2, a<M ) fo; PRAM 
kK MADBR, i = 1,2, HA ae = kerm, Sl eee } = 
{ra 3}. 

和 证。 Mi 二 x《M) 是 2, 中 的 YN 代数 ,i 二 1, 2。 由 于 
ker zl = keraz, 因此 可 以 建立 M, 到 M: 上 的 * Ae, EA Pox, 
=n, SREE 1.13.5， 即 得 证 ， 

注 本 节 见 参考 文献 [13]， [90]; (124], [1251。 


§3. 0" + 代数 的 张 重 积 


设 M, X 是 w*- 代 数 ,我 们 要 定义 它们 的 张 量 积 ,使 之 仍然 为 
w*- 代 数 。 如 果 把 它们 与 WN 代数 等 同 起 来 , 可 专 通 过 vN 代数 的 
张 量 积 来 定义 ,而 且 这 样 的 定义 ,并 不 依 丘 所 * 同 构 金 WN 代数 的 
选择 《定理 1.12.6)。 本 节 将 从 M,N 本 身 出 发 来 定义 ,而 且 结 时 
与 上 面 的 一 致 . 加 m 

设 M,N EE et- M = (My)*, N 一 (Ns)*。 作为 ce*- 
代数 ，M 与 六 的 代数 张 量 积 MON LAZH c*-HoC-), Rit 
完备 化 ,得 到 的 c*- 代 数 记 以 MON of: ) em - A 
范 数 ( 见 第 三 章 1), 于 是 
: M BaN) OM DN DM D Na. 
KEMO AN* 是 M*ON* 依 arC ) BER Ma8 Ne 是 
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M,QN, W C) 的 完备 化 ， 也 可 理解 为 ww „Ne 的 由 
MAN, 张 成 的 闭 子 空间 、 令 
$= (MD Na)» 
即 (Ma8 Na) 作为 M Ba NY" 的 闭 子 空间 在 (MDa NYE 中 
的 直 交 余 . 设 YEI, XE CMQ N), 自然 可 取 网 (u) 
MON, EER (MDa NY DRO th a > X 对 任意 
的 fe MsON,, BF Lads Raf 仍然 属于 M4 的 Ns， 于 是 
KY) = (Lut CY) = 0, KY u) Fa (Ra DC) ag 0, 
对 1 取 极 取 , 可 见 XY 与 YXE 98, 即 9 是 w*- 代 数 MON) * 
RUSS * CSUR EB. BE, CM @@ ND**j3 也 是 w*- 代 数 , 并 朋 
CE MD aN) MSIL. 
定义 43.8 wR (M@..N)**/8 称 为 w “代数 ‘M,N 
Mik BHI MON, i 
依 前 面 的 讨论 ， MON = MaR aNa)*, MD Nx > 
(MBN). 
引 理 4.3.2 M+*QNy Æ (MQN) 中 是 弱 # FN. 
证 。 依 命题 3.2.10，M*@N* EMON)" 中 是 弱 # BA, 
今 注意 Ms Na 在 M* NW* 中 分 别 是 有 界 地 弱 *# 种 的 ,又 只 (…) 
是 M*QN* 上 的 交叉 范 , 于 是 易 证 MQN, 在 MH*GN* 中 将 依 
(MQN) RRA * TPE. Wis M,@QN, 在 (M Bu N )* 
pE k AR. EE. 
命题 43.3 (MQ N)NI = {0}, 于 是 MQN T TARA 
MON 24 FRE * MN. 
ik. Exe (MO.NINS, FE 
GDX) 0, VfE Mas gE Ny 
再 依 引 理 4.3.2, r=0, OH XE MON=(MQN)**/9, XE X, 
FRA (e} CMON, W (MN) Se Th, 21> X, 
从 而 对 任意 的 Fe (MBN), = MsG@ cB.N), ， 
IG — DG) = 1, — BE) > 0, i 
Al MON MONEE * RY, EE, 
+2104 


定理 4.3.4 ik fm 人 是 zu- 代数 M 的 非 退 化 w*- 表 示 ， 
i=1,2, WEE M QM: HE—BY zi*- 表 示 {xy ee}, 这 里 oO ome 
Ok, Be 
nla Da) = mLa RaKa), Waje Mi, i= 142, ; 
并 且 (MBM,) = mM) M) CVN 代数 CM) 与 (M2) 
的 张 量 积 )。 此 外 如果 ESA, i= 1,2, Ww 也 是 忠实 的 . 
证 ， 依 命题 3.2.7。 有 MOM: 唯一 的 # 表示 {ro OE}, E 
得 raa) = x,(a,)Qx,(a,), vale Mi 01€ Mao WEE 4.2.7， 
mo FLAME Fa (MDa MA 的 w*- 表 示 (Ho, E). 对 任意 
的 Eom E is SEC? = Ce JE, WE CMe, P= 1,2; 
于 是 AGA (Mie DM CCM Oan M)". “KOU 
A@h(s) = {0}, : 
XO, E AROA, PRA, m9) = {9}, Vif, % 
可 以 诱导 MOM, = (M1@.,Mi)**/9 的 zt- 表示 ie, OL. HB 
E irs 22} 将 满足 要 求 。 其 唯一 性 是 显然 的 . 
此 和 外， 如果 i 是 忠实 的 ,i 一 1,2. BF Mi SCM) * A 


构 ， 因 此 如 果 he (Mie, DA > CHES IP + ete? 这 里 


Es EW ane? € GO is 使 得 
fC: ) 一 Qa aC Ee sas i= 1, 2, 
从 而 对 任意 的 1E MOM» A a 
jz) = 2) (x(x EP OER, OnE, 
isk . 


SE x(x) =0, W ABk) = 0, VEG). i 二 1, 2. 但 
(M,)4@CMa)e 在 (M), #CMa)s 二 (M Ma) TERE, A 
此 ,* = 0, 即 x 也 是 忠实 的 .证 毕 , 

R435 设 Mi 是 CC; 中 的 YN 代数 ,i 一 1,2， 则 Mi 与 
M: 的 w*- 代 数 张 量 积 * ATE YN 代数 张 量 积 , 

命题 4.3.6 设 q; 是 w*- 代 数 M 上 的 正规 正 泛 函 ,i = ae 
则 唯一 的 MOM: 上 的 正规 正 泛 沙 yp， 使 得 


.2}l -s 


Planai) = pla)" Pa), Va € Mi, i= 1,2, i 
并 且 s(p) = s(—)@s(qr). 
证， 设 tm, OF, E) 是 gi 所 产生 的 M: 的 循环 w*- BR, 
$= 1,2, (RIE 43.4, Ba, 可 唯一 扩张 为 MOM, 的 w*- 表 
示 {x,y A} 这 里 = OH, & 
pe) = (x @)E@E, ERD Vr € MDM,> 
ALPER. Esh, 由 命题 1.8.11 Ree 1.4.12, o es 
Ce) Bs ep), iE. 
命题 4.3.7 1G, E w*- 代 数 M: 到 w*- 代 数 NN; 中 的 全 正 映 
象 , 并 且 是 -o 连续 的 ,i 一 1,2， 则 存在 MO M: Fj NON, P e- 
“连续 的 全 正 映 象 9， 使 得 
(ai 四 ao) = Ba DBP), Wa;€ Mi, 1 = 1, 2. 
TE. 依 命题 3.6.11 A MBa Ma si Nia N: PAD SEDER 
®,, EA 
Ba Da) = O,(a,)@P(a,), Vo E Mi, i — 1,2, 
WERE (Nie, f= 1,2, HPO E o-o 连续 的 ,因此 ， 
人) 一 OF FIOM) € CM) DCM) «. 
Am. OF ee +N JCCM) D, Maa 命 
==. OFIN AD D, N)" > 
则 8 是 MQM., NON, PHY o-o 连续 映 象 ， 36 A Plano) S 
#,(a,)Q,(4,), Wa;€ M;, i=l, 2, 
YT EH © BSED AE NON,C B{(E )， 于 是 需要 对 任 
意 的 正 整 数 #, ns-a xre MI 加 My K Estet En € 名， 证 明 
- 2, OCT zj Es) 20, 
这 由 O|M.@M, = 9 以 及 称 密 尾 定 理 1.6.1 即 可 得 证 。 
= 本 节 见 参考 文献 [72]. 


$4 EMERSAR 
定义 44.1 设 M 是 zo*- 代 数 ，M 二 (Mx)*。 依 命题 42.3， 
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有 M** 的 中 心 投 影 x, 使 得 
M* = Ma4+Rau_yM*, M x = R,M*, 

M+ 的 元 是 M LoM, Ma) 连续 泛 困 ,我 们 也 称 它 为 好 上 的 正规 
放下 ， 另 一 方面 ,我 们 称 Ro-oaM ”中 的 元 为 M Pee: 

于 是 ,对 任意 的 Fe M*， 有 唯一 的 分 解 

F=F,+ F,, F,=R,FEM,y, Fy = Rooks 

Fe, F, 分 别 是 M LIUERUZ RR, ARE. ABU IF = 
Fall + FAL 

定理 4.4.2 设 F 是 w*- 代 数 M 上 的 正 泛 函 。 则 FF 是 奇异 的 ， 
当 且 仅 当 ,对 M 的 每 个 非 零 投影 ?, AM 的 非 零 投 影 eee, 使 
得 F(q) 一 0， 

证 。 依 命题 2.3.2，PFE M*、 设 下 一 卫 。 十 了 ,音义 如 上 。 

Ht. 如果 F。 关 0, WF, 是 M 上 非 零 正规 正 泛 函 ,, 于 是 
其 支持 (CF) =p EMBERRE. REA M 的 非 零 投 影 
q, 使 得 g <p, F(q)=0, BREL 18.9, F,(9) > 0， 当然 
F,(9) 之 0。 这 就 发 生 矛 盾 , 所 以 ，F。 一 0，F 是 奇异 的 . . 

Sk F, 一 0, F=F, 及 ?是 M 的 非 零 投 影 , 无妨 假定 
FO) > 0。 当 然 存 在 M 上 的 正规 正 泛 函 九 使 得 IG) > FO). 
令 

Y=({ql¢ 是 M 的 投影 ,9 <P, 164) < FC). 
依 投影 的 包含 关系 , V 是 非 空 偏 序 集 ,如 果 {491} 是 Z 的 全 序 子 
集 ,9 一 sup qi» WAF f IEMA, 
F(q),= sup F (q1) > sup f(a) = #€9),° 
KA, EL. (R Zorn HB, S 至 少 有 一 个 极 大 元 Poa 但 
PEL, Alt, 4 一 一 所 夺 0， 依 加 的 极 大 性 质 , 对 M AER 
非 零 投影 9, HLS gu, W | 
F(a) <4). , 

BEIM» F( 40X90) < Xp), WIE M+。 依 命题 1.6.4，F(qoXqo) 
<f(aXG), VXE ME*, 特别， 
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F(a — #)) < f(@(1 — #)), 
但 je My = R,M*, At, fai — z)) = 0, Fa 一 2)) = 
0, 又 是 奇异 的 ,所 以 ，F(46) = Flak —2)) = 0, BE 9 满足 
ZR. E., 
系 4.4.3 MRFAMVAHER, pM 的 投影 , 则 存在 M 
的 相互 直 交 的 投影 族 {p1}, 使 得 p 一 2 Pi, F(= 0, WEL 


定义 44.4 设 fe M*，f 称 为 全 可 加 的 , 指 对 于 M 的 任意 
相互 直 交 的 投影 族 ri Af) = 2; (P), 这 里 bP 之 Pis 

定理 4.4.5 i fe M*, 则 fe Me. 当 且 仅 当 , f 是 全 可 加 的 . 

证 。 必要 性 是 显然 的 。 今 设 f 是 全 可 加 的 , 1 一 所 十 所 ， 我 
们 要 证 明 多 二 0. 依 定 理 2.3.23, 可 写 = j D+ Ci, 
REP EM OER TEL = DO 4 if 一 if; 其 中 


{PEM 上 的 奇异 正 泛 函 。 记 到 一 ` K, 它 也 是 M 上 的 奇异 


正 泛 函 。 设 p 是 对 的 任 态 投影 WA 443, 有 M 的 相互 直 交 的 投 
HK [P 使 得 2 = 5 Pis ZP = 0, V 于是， LC?) = 0; 
é ， Pe 


Vi, (af RSM fe Mx， 从 而 
tp) = 1) 一 fale) = D5 [KP Sha) 


| = Dy flP1) 一 0. 
fi 


?是 任意 的 ,所 以 ,天 一 0. 证 毕 .。 . 

注 。 本 定理 是 命题 1.8.5 的 推广 ， 

现在 设 A 是 任意 的 集合 ，zx(… ) 是 定义 在 4 所 有 于 案 上 的 有 
Fa] pnd AB BD 


»(A,UA,) = Pon F is 
YArs ACA, 并 县 ANA =o, UK supl») <o, W2 
这 样 的 ?为 BVA), 显然 是 线性 空间 ， 
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1) 设 ve BV(A), WEB ICA, EX 

eT) = op | SGN UCI INT = b, Yi% ihe. 
则 vy) € BVCA), 

事实 上 , 设 ss Jol, BUNS: re hs Yi% jos Blet’ 
n} = LUL =a: LUL, 这 里 LOI, =, LAL = ds 使 得 i AT 


L» L, L.L 时 ,分 别 有 Re zf = 0, Re vCJ;) <0, Im vi) =, 
Im vy(J;) <0. FH 


> PC} < Ske Ji) 一 Re olJi) 
t > mit 5 Im J) 
-zo(Ų Den + 
E (Y r) 一 Im (U r) 
.所 4sup | »€F*) | < 00, 


RETEA. 

2) 对 任意 的 v€ BY(A), 定 久 lzll = rO), W BVCA) 
是 Banach 空间 。 

易 证 ,从 略 。 

3) 记 A4 上 有 界 复 值 函 数 全 体 为 DUA) MARKKA. 
wal IPCA)" = BV(A), 


首先 ,如 果 FE INCA) 是 简单 的 , 指 可 写 4 一 UA. A, A= 


中 ， Vi 关 js 并 且 有 复数 Aus "ota Aas 使 得 AD = his we Ay, 
1<icn, KAR ve BFCA): EL | 


vf) = SA = > vA). 
BR DI <loll- life 
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对 任意 的 fe 1*(4)， 显然 有 简单 的 fe 1*(4)、 使 得 It 一 
fl>0. 由 于 let. — fadl < Mol - life — fall +0. 可 以 定义 
vf) == TCDav(D = limw《f,), 易 见 这 个 定义 将 不 依赖 {f} 的 选 
BAO < wh- lel, BABE 
oll = sup{ {oC} IFE 1°CA), Nl <1}, 

Fi, BYCA) 等 距 地 嵌入 1*(A)* 之 中 ; 

反之 ,如果 FEI"(4)*, 令 =F), VICA, 易 见 
ve BVCA), 并 且 of) = A Yje ICA). 

4) 设 ve BVCA), 则 显然 有 


PLEDIS Il. 
5) 设 {oj CBV(A), 并 且 sapllisoll < ©, 及 
limy, (J) = 0, WICA, 
则 lm Sye! = 0, 
设 不 然 ,有 s > 0， 和 使 得 (必要 时 代 以 子 列 ) 
Dive) Se, Va, = 
对 。- 1 HARARE F, 使 等 
acyl > BLADI mer 
由 于 nUD +0, Wi, FES m a ae <5. 从 
而 可 找到 有 限于 集 FAF 使 得 
pyle Cp > Sh. - — = 
«RAR AMER NSA RENTED. 及 {ma} 使 得 
2 aD ZUI -ip 中。 
取 定 m, 使 得 m > H supllvall 


+ 26° 


Q EE, 二 Fig m = vn, 如 果 对 于 8 一 1,…, ms BA 
€ 

vm) (U F nist) > 10” 

AU ` 


Wall > oa) (U U Friso) 
pel j=] 
aS eG ee E 
ZU Frise) >m B 
> sopllzll > lall, 


产生 矛盾 ， 因此 , 必 有 Pis <a <k 使 得 
oe) (Ù F mit, j< 2 s= 


10° 
+ E, = Fuses fr 一 4, . BF; DE LARI 
是 4 的 互 不 相交 的 有 限 子 第 列 ， “PRATER, 存在 Pas I< 
P,< my 使 得 = 


v(m) (Ü Finn ) = = -v ( Č U Fumisrry a “10 
+, 一般 存在 {Pls = 1, 2,-……}、 使 得 对 每 个 HISP Sm 
及 (注意 (1)) . ; 


Llll > Sap - =, 
IEE, TEA 10 


x E Nie’ 48 a . f 
(YE) <i (2) 
其 中 Fi = Pag 和 E. = Fy» 而 a= l, 6; = mb, + 加 b= 
Mba Pp, on 
SEN fE) 如 下 : , 
oe , me Ù) E; 
) 一 a f=t 
arg wi({i}), Mle Ey, Vi 
于 是 由 请 £; NARHA (2), 对 任意 的 9 
-217 > 


| wp — Sin) | 
> fay] + || fede — Sect | 


+ [fys tin | < SY Diea 
i>i ice FEE) 
E 
To)( UE) < $. 
Flite. FA (2), (1), 对 任意 的 $y 
lalh > > Pe ay/ — = 


A 


> 之 Jal 一 Th ae es 


另 一 方面 ， 由 于 sapii» < %, ai, VICA, 应 当 有 
raf} — 0, 
从 而 «G70, RERATE. Me, 
im So (UDI = 0, 

命题 44.6 设 M 是 迪 - 代 数 ， 列 {RJCM*, HK c(M”， 
M), fa > ICE M*), we o(M*, M), RP. > FRE fi > 
P QU hk t MERBS SHRM. 

SE. 依 定理 2.3.23, 对 任意 的 56E M, 可 唯一 地 写 &g 一 中 一 
E: + ig; — igas FEHR gy EMEWEZA, Vp. td fe] =g, +8+ 
gs + Ea 

证 ， 无 妨 设 1 二 0, AMIE 0. HF suppl < Ow, 
因此 ,只 须 对 M 的 任意 投影 ?, TE HG) 一 0, | 


we->d = il, GEM LWHRESR. 依 系 443, 
k 


o(M*, M) 


有 M 的 相互 直 交 的 投影 族 (Plie A}, 使 得 2 一 24 Pi, EP) = 
0, VEA AE Hie) = 0, YVR, i 
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定义 vE BVCA) 如 下 
(J) = fe 2 pi), VICA 


由 于 sup ifall < 0, Ms supina) |k, JCA} < co. 又 显然 
ima) = 0, ICA, 于 是 依 关于 BVA) 的 讨论 只 E P= 
0, Wk, 7， 


im DIAC! T lim DACP | 
= fin Solo = = U, 
进而 , EH {TE Mes Vk, lin Ce) = im 37 TOJ 一 0。 证 毕 . 


定理 44.7 设计 是 w*- 代 数 ，M 一 (Ma)*， 网 Me 是 弱 列 
证 。 设 hk} 是 Me ERG cfKMa，M) 的 Cauchy 列 , 自 


GOM* > M} 


然 , supllfill < 00, 于 是 有 fe M*, 使 得 fp 一 人/ i tr 
4.4.6, #a(M*, M), a l 
ff oP Rf, 
(HAR = frs Hh = 0, Yk, 所 以 , f= FPE Me, TER 
注 本 节 见 参考 文献 [11，[2]，[114]. 


$ 3，M, 的 弱 紧 子 集 的 特征 


"31.115 Ahsa M* HOE TARRE: Boe 
们 有 | 
定理 4.5.1 ME w*- RIK, M = (My, ACM +, 则 下 
列 条 件 是 相互 等 价 的 : 
1) 4 的 Mes M) 闭 包 是 CMa, M) RRS. 
2) FEM 上 的 正规 正 泛 消 6， 使 得 对 于 任意 的 。 > 0, 有 
Se) = 5>0, 只 要 a€E M, lol 地 1, 并 且 plata 十 za*) < 8, 
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BA | p(a)| Ae, Vpe AS 


3) 4 EARE HENTA {an} CM, ar 
对 pEA 一 致 地 有 plas) > 0; 

4) 4 EARE HEIT METERT 0 的 投影 列 人 
对 ped 一 致 地 有 —(P.) > 46; 

5) 4 是 有 界 集 ,并 且 对 于 MM 的 任何 相互 直 交 的 投影 列 {ps}, 
对 pe 4 一 致 地 有 p(?.) > 0; ER 

6) 对 于 对 的 任何 极 大 交换 的 w*- - 子 代数 NAIN) pE 4}? 
的 Ny, N) 闭 包 是 o(Ny, N) 紧 的 ; 

7) 4 是 有 寞 集 ， 并 且 对 于 M 的 任何 投影 递增 网 {Pi}, X 
pe 4 一 致 地 有 PPN -> op), KH P= sup Py 


8) 4 是 有 界 集 ,并 且 对 于 M 的 任何 递增 于 1 的 
ped 一 至 地 有 


s*(M, Ma) 0 


oe 


NL-ppRa-epell > 0. i 
证 ， 1) HES 2): BIS LILS. 
2) 推导 3): 取 条 件 2) 的 $ 及 e l, 对 任意 的 se M, es 
分 大 的 正 整 数 mw， 使 得 | 
&(b*5 + bb*) <8 = 8(1), 
这 里 5 一 三 , HEIL FER?) 


sup {lpla) |p. A} Em, 
MM, Me) 


依 一 致 有 界定 理 ,4 是 有 界 集 ， 今 设 对 的 列 OMe 自然 
sopla) < oo， 于 是 有 正 整数 如 使 得 | oo < me Wn 对 任意 的 


es > 0， BT Coke P ye 所 以 有 m， 使 得 


= A plaka, + anak) < Ê = a(e), Wn =. 


K 2); teen) < me, Vee A, n È n, 即 说 明 对 ved 一 致 地 


1) ZA COIN) RTIA P EN ERM. 
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A plan) > 0, 

3) 推导 4): 显然 . 

4) 推导 5): 设 {t} 是 M 的 相互 直 交 投影 列 , 则 

fan 二 Za) 

是 M 的 递减 于 5 的 投影 列 。 WA, H pe 4 -RA pl) 一 
0 于是, pn) = (plan) 一 PCF) Mt p E 4 一 致 地 一 0. 

5) 推导 1); BARA M* 之 中 , 并 令 4 是 4 在 MM* 中 的 
o(M*, M) Af. 由 于 4 是 有 界 的 ,因此 4 是 oC(M*, M) 紧 的 . 
今 只 须 证 明 . 了 C Ms。， 依 定理 44.5， 要 对 任意 的 1€ A, WERT I È 
全 可 加 的 . 设 {Pre A} 是 -本 的 要 下 直 交 役 影 活 , 允 归结 为 要 证 
HEX p € 4 一 致 地 有 


>} eG) plp), 
ter 


这 里 下 是 4 的 有 限于 集 , 依 包含 关系 成 为 定向 指标 集 ， 
P= DB. 
“a(M*, MY 


事实 上 , 设 网 fp}C 4， 并 且 pr fj， 对 任意 的 8 之 0, 于 
是 有 4 的 有 限于 集 Po 只 要 FDFo 对 任何 “都 有 


| Sete - me gulp | < E, 
对 + 取 极 限 > 即 见 | DOY 一 Xp | < e, WFO Fey 因此， f 是 


金 可 加 的 ， 本 
今 设 有 8 > 0， AN ARDEP F, Mere 4 d, 而 


© [Zee 
于 是 可 以 找到 A 的 互 不 相交 的 有 限 子 集 列 {F。}， 及 fjc4， 使 
得 | 如 oe) | >e, ve. {a= D Pr |o} E M aot 
交 投影 列 , 依 5)， 对 pe 4 一 臻 地 有 p(9,) 一 0， 这 便 产 生 矛 盾 , 
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因此 ,对 pe 4 一 致 地 有 >) pe) > oO), 
EF 


6) 推导 5): 设 {p,} EMHAR RENEW ANES 
{Pa} 的 M 的 极 大 交换 w*- 子 代数 ,于 是 依 6)， 
An = {(@|IN) [ee 4} 
的 Neo N) 闭 包 是 Nas NDR. 由 于 1) 可 推导 5), MA, 
对 pe AREA eC.) 一 (gpgIN)(p,) > 4, 
FFE ATE sup {lel lee A} <0, WA* = hE A, 因此 ,4 
BARR. TIE ; 
1) 推导 6): 设 AKAN o(Ms, M) 闭 包 ， 于 是 及 是 OM 
M) JR. WENE M 的 极 大 交换 rw*- 子 代数 ,自然 
An = {CplN) pe A} 


是 Ne 的 (Ne, N) REIL Aw > (Col) | € 4}, Bik» 6) wk 

2) 推导 7): 设 (es) 是 MM 的 投影 递增 网 , P= suppr Bese 
2D, 对 任意 的 6 > 0， 由 于 

bP — PYG 一 如) + CP — PP = PD) 
一 = 26(7 一 Pi) — 0, 

所 以 ,1 充分 大 时 ,pp 一) <a = 5(s). ERD), it pe 4 A 
KHA lp — P) <6, 即 Pe) 一 pf 人 时 对 pe 4 是 一 致 的 。 
此 外 ,在 2) 推导 3) EH ARAM. 。 

7) 推导 4): 设 {p,} E M 的 递减 于 0 的 投影 列 ， 于 是 ie 
Py} 是 递增 于 1 的 投影 列 , 依 7), 对 p E A 一致 地 有 GCL — Pe) 一 
qg(1)， 即 对 pe 4 二 致 地 有 中 [po 一 和 © 

8) 推导 7); AMES: 如 果 {Pi} 是 M 的 投影 递增 网 ， 则 
ip a AEM 的 递增 于 1 的 投影 网 ,这 里 P= pe 


2) HES 8): AP 是 M LAE ASM IE ssp P= 1， 4 
如 2) 所 述 。 对 任意 的 © > 0, A Ke), 使 得 oC1 — P) < tae), 
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Viele), FEHER ac M, joj <1, Ri > Ke), 
PCA — pat(l — pi)all — Pa) 
+ C1 — PDQ — Pat — P,)) 
Sadi — P< ee), 
K 2),1eCCl — Pell — P) <s, Vee 4, 1S Ue), lloll < 
1, RIS pe 4 一 致 地 有 - l 
nl >ð, 
命题 4.5.2 设 4 是 M 上 正规 正 泛 函 组 成 的 集合 ate 
iia M) Aide of My, M) EAA]. : 
-o E= [Rolat M; lat <1, ia 
的 o(M es. M) 闭 包 也 是 CMe, MY Je. 
HE. BRERA. Bite} EM 的 递减 于 0 的 投影 列 ， 
依 定理 4.5.1, 对 ge 4 一致 地 有 PCP.) > H Schwartz RER 
: [RPR] S plata) pp) <= lp pa)? - 
可 见 对 pe E 也 一 至 地 有 p(P。) > 0， 再 依 定理 4.5.1 即 得 证 ， 
” 注 本 节 见 参考 文献 [1], [43], [93]; [113], [12 的 ， 


Ya 
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第 五 章 交换 的 算 子 代数 


我 们 已 经 知道 ， 交 换 c*- 代 数 同 构 于 CCQ), 这 里 8 是 它 的 谱 
空间 。 本 章 主要 研究 交换 w*- 代 数 及 有 关 的 测度 理论 ， 

$1 是 局 部 紧 空 间 上 的 测度 与 积分 理论 ,这 可 以 加 强 本 书 的 自 
EE; 另 一 方面 > 处 理 的 方法 与 传统 的 N，Bourbaki HOFER 
不 同 , MERZ P，Halmos“ 测 度 论 ” 一 书 的 框架 ， 特 别 测度 不 作 
完全 化 。$ 2 研究 Stonean 空间 与 超 Stonean 空间 ， 这 概念 为 M. 
Stone 所 引入 ,而 本 节 则 依据 J. Dixaifr 的 处 理 . $ 3 指出 , AO 
ER Hausdorff 空间 。 则 CCQ) 是 w*- 代 数 ， 当 且 权 当 , 0 是 超 
.Stonesn 空间 (5.3.3 与 5.3.4), 此 外 ,交换 w*- 代 数 必 有 同济 于 L O, 
»)， 这 里 是 局 部 紧 空 间 , + 是 TT 上 的 测度 《5.3.4)、 本 节 也 研究 
了 可 分 Hilbert 空间 中 的 交换 VN 代数 ， 指 出 它 可 以 由 一 个 元 生 
成 《5.3.7)， 相 屯 不 同 构 的 仅 可 数 个 〈5.3.9。 这 结果 属于 P. R. 
Halmos 与 J. von Neumann); 以 及 极 大 交换 的 充 要 条 和 件 是 具有 循 
环 和 撩 (5.3.16)。54 讨 论 交 换 c*- 代 数 在 可 分 Hilbert 空间 中 的 米吉 
示 ， 指 出 它 可 以 为 谱 空 旬 上 唯一 的 测度 列 所 决定 《5.4.11》。 本 节 
系 依据 Kirilov 的 处 理 , 也 可 以 运用 (I) 型 YN 代数 的 理论 来 处 
理 ( 例 见 [51), 两 者 的 结果 是 相同 的 。 


$1. 局 部 紧 空间 上 的 测度 理论 


设 0 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 , S Æ QORI Borel THAER 
介 的 紧 子 集 全 体 生 成 的 o-Bool M), A 
Sie 一 {ECOQIENKES, VK 是 0 的 紧 子 集 }， 
Sto: 是 o-Bool FUR, Sie 中 的 子 集 称 为 局 部 Borel 子 集 。 显然 ， 
E€Sic, SAMY, ENFES, VFES, 
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UF its, O LAS em f 是 可 测 的 , 指 1 是 5- 可 测 的 3 
是 局 部 可 测 的 , 指 了 是 Sie 可 测 的 ， 显 然 : 可 测 函 数 必 是 局 部 可 测 
的 ;反之 ， 局 部 可 测 函 数 / 是 可 济 的 ， 当 且 仅 当 , {ee QI fle) < O}- 
ES. 

设 v 是 QO 上 的 正则 Borel WE, F(CO) 称 为 EN, 指 
FE3S， 且 xF) 一 0; E(CO) 称 为 局 部 r-H, EES È 
(ENK) 一 0，YK 是 9 的 紧 子 集 。 9 上 的 命题 PCD ORF v 
ERY (Ppr), W {ze O1PG) 不 成 立 } 是 某 v- 堆 集 的 于 集 ; 
Plt) 称 为 关于 > ARABE Oppo), W iE l PG 不 成 立 } 
是 某 局 部 v- 零 集 的 子 集 , 

0 Borel 测度 ， A 

= U{Vca|V ane era 
易 证 Vo 是 最 大 的 局 部 2- 零 的 开 集 . 
: supp + = Be 
称 为 » 的 支 集 ， 它 显然 有 这 样 的 性 质 : 如 果 UCO) 是 Borel F 
集 , 则 (U) = 0, KERK, UNsuppy =o. 

31W 5.1.1 i vÆ O LIES ITEM Borel 测度 , 则 存在 的 
FERT K, 使 得 对 于 ORE FH U, RE KAU * ø, 
就 有 v(KNU) > 0. 

.证 。 由 于 appo 是 中 的 非 空 闭 于 第 。 我 们 能 够 取 开 集 F， 使 
QV ESHA K =V suppr 关 四 。 我 们 说 这 天 即 满足 要 求 . 事 
实 上 ,如 果 有 开 集 U,KNU ae Ø, (KNU) 一 0 依 天 的 定 
X-A UNF N suppr) 二 0. 于是， - 

sUNV) = CUNY) supp »), 
JE (UN V)\supp v 是 与 suppz 无 交 的 Borel 开 集 : 因 此 ， 
HUNV) 一 以 (CnNPDNsuppy) = 0, - 
进而 , UNV Nsuppy = 名 ， 取 seEUNK,U 是 + 的 开 邻 域 ,， 
z€ K = Vsuppr, 
FE, UNV Nsuppr 关 Ø. FE. PU KR BOR. TER. 
命题 5.1.2 1» EO LIES AIIEN Borel WE, WEE ON 
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非 空 ,相互 无 交 的 紧 子 集 族 (Khea, 使 得 N 一 A\ Lj Ki 是 局 部 


»- 零 集 , 并 且 对 ONMEMR TERK, {i€ A|Ki(f1K a DS) BAH 
(这 个 性 质 称 为 族 {Kihes 的 局 部 可 数 的 性 质 )。 
证 ， 依 引 理 5.1.1 Zorn 辅 理 , 存 在 OMFS. MAREN 
紧 子 集 的 极 大 族 UK es, 使 得 对 于 任意 的 1€ 4 及 2 的 开 子 集 乙 ， 
只 要 KERNU =ø, RA KNU) >00.. 
mE VEER TÆE, HELV 紧 ,于 是 
>} AKINV) < WV) < oo。 


因此 ，(1€ AlW(K NV) > 0} BEAM, LE IEA 使 得 
(K:N V) = 0, 

KK WHER, KV = Ø, Bt, (fe AIKiNV = Dt 是 可 数 

的 ， 这 即 说 明 族 {Ki}ies 是 局 部 可 数 的 。 特 别 地 ， U we Sie 及 


N=Q UU KiE Sto 


MARIE NEM r- RO HARTE HCN, 而 vy(H) > 
0。 对 于 互 及 5| 瑟 使 用 引 理 5.1.1， 有 五 的 非 空 紧 子 集 K GRE 
口 的 紧 子 集 )， se Uy, AB UsNK 2 ø, 
就 有 
. UNK) > 0, 
Abe ORTERITRU, RE UNK Ø, 就 有 
v(UNK)}> 0, 
HAKAK = ø, Y, 这 便 与 族 (K) WRA ERFA. 因此 , N 
是 局 部 »- SR. TE. 
设 了 是 2 上 局 部 可 测 函 数 , > 是 9 上 正则 Borel MEE, 1 称 为 
关于 > 是 局 部 本 质 有 界 的 , 指 存在 常数 C， 使 得 
lA SC, Lepper, 
这 样 C 的 最 小 者 称 为 于 的 局 部 本 质 上 界 ， 记 
L°(2, x) = {fjf 是 品 上 局 部 可 测 函数 ， 
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且 关 于 "局 部 本 质 有 界 } 
以 局 部 本 质 上 界 为 范 数 ,显然 L”(9,v) 将 是 交换 c*- 代 数 ， 下 面 
的 定理 说 明 LO, v) 还 是 w*- 代 数 . 
EA 5.1.3 (LC, v))* = L°(Q, v). 
iE, HSE, MUIR FE LO, »), 显然 可 决定 F, € (LQ, »))*: 
FE) = Safle @av(e), Yee LO, v), E IFA = Ul 
今 设 Fe (EX(9, »))*, HOMERRTRK, T L(K, 
PIO 看 为 LO, ») 的 闭 子 空间 ,由 于 (K) < oo， 因 此 有 唯一 的 
fx € L~(K, v| K)?, 使 得 
IKI < IEF, vie K, FCg) = PKOl, 
Vge L(K, »|K), i i : 
于 是 可 写 fe = F|L(K, »|K), 
依 命题 5.1.2, 0 一 NU | Ki, 于 是 对 每 个 1， 


FLX K), »|K) = fE L(K, v|K). 
如 果 命 
1O) 一 >) Xn, ORG), 


WIOL < IFI, Wee 2， 及 je LC, v»). MERI ge LO, 
. v), HF supp 8 = {2€ Olg(e) * OF € S, 因此 
= {1€ A|K,f) supp g < Ø} 


是 可 数 的 . ig = Xk, We = >, g. HHF 的 连续 性 及 控制 


WEE, 即 见 F(g) =f as. PLA, CECO, v))* = 
L(G, v). 证 毕 . | 

设 > 是 CQ 上 的 正则 Borel 测度 ，2 上 的 函数 f 称 为 非 负 局 部 
2- 可 积 的 , 指 了 是 非 负 局 部 可 测 函 数 ， 并 且 对 2 的 任意 紧 子 集 天 ， 
Xxf E LO, v), REX 


u(E) = i fdv = | WEES, 


1) 例 见 [520] Th. 7.4-A. 
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Soll e thE O 上 的 正则 Borel WR HDL 

B= 
可 以 证 明 , 这 时 如 果 g BO LAA. ge LO, a), 4B 
M4, fee LOr), IA 


[edn = (faa. 


HEI, MRF v ee ERA AIA E ES, v(E) = 0, 则 pg(E) = 
0. G © : 
ER 5.1.4 Wp, 是 8 上 的 正则 Borel 测度 , 则 下 列 相互 等 
1) 有 非 负 局 部 可 积 水 数 f, 使 得 p= foy; 
2) 如 果 六 为 局 部 v- 零 集 , 则 也 是 局 部 pw- 零 的 ; 
3) 如 果 天 是 紧 子 集 , 且 v({K) = 0, A pCK) = 05 -Bp EXT 
v 是 绝对 连续 的 . | 

证 ，2) 与 3) 的 等 价 ， 及 1) 推导 2) 均 为 显然 。 今 只 须 证 明 
2) 推导 1)。 依 命题 5.1.2,，8 二 NU U K, KRPNARB»-S 


集 , 从 而 也 是 局 部 eB. ES, EF K) < 00, w(K) < 
co， 依 Radon-Nikodym 定理 ,有 0 <S fE LY Ki, v|Ki), 使 得 
KCE) = Jsfidv, VEES, B ECK: 


令 f 一 D Xto HF {Ki} 局 部 可 数 , 因此 , + 是 非 负 局 部 可 测 


的 。 对 任意 的 Fes, 由 于 HN 一 0, pA(ENN) 一 0, 及 了 一 
LIKNE = %} OR, 
HE) = >) a(K:NE) 


ieJ 


a Ta 


Ble=f-» ERO 
WR EKT > 是 绝对 连续 的 , 记 以 ur. 
如 果 同 时 有 pg 六 vz, 及 v <u, 称 & 与 ?是 等 价 的 , 记 以 ~ 
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v、 这 时 p.p.p 一 ppv, Lp 一 4.p.pv。 BASF E 
积 函 数 刀 与 非 负 局 部 w- 可 积 函数 g, 使 得 
=f v, v =g 
BE (Os) = 1, 1.p.p.p RH Lpp, 
上 的 正则 Borel 测度 k, v 称 为 相互 奇异 的 , 记 以 nv， 指 
存在 AE Sos 使 得 4 为 局 部 pw- 零 集 , 同 时 (QO\A) 为 局 部 >- 零 集 . 
定理 5.1.5 设 j,v 是 8 上 的 正则 Borel 测度 , 则 可 以 唯一 地 
写 六 一 .zy 十 May 其 中 f 是 非 负 局 部 v- FRR, a Le... 
证 。 依 定理 六 1.4， 必 有 局 部 Cx + 9) g, 使 得 & 一 
g-Cutv), HOSE <1, YED, & 
B = {1€ Ole) = 1}, 4 = {rE 20 < ge) <1}, 
m= HIB, m= pl, 
显然 4 是 局 部 4. SH. MERE KCB 时 ， 


mK) = | gdp + v) = aK) + (K). 
因此 ， v(K) =0, Ril Be aes v- SA. Ak, “a Ly, 
今 设 天 是 r SHR EB 
w(K) = uAKNA) 


cae 人 ear k fenat = (ent 

即 { ,GQ 一 gan 一 0 依 4 的 定义 , aK) = KN A) = 0, 
Blm < vu。 从 而 有 非 负 局 部 v- 可 积 函 数 f 使 得 pr 一 >> 由 此 ， 
Sjeva l 

Sik u= fiev t us H fi BEAR DRM, miL’, 
于 是 有 AiE Sees 使 得 A; eka v- SR» QA; 是 局 部 pi- Zn, 
i=1,2, 于 是 41U 4, 是 局 部 e- SH, iM - 

NCA U As) = (ANNAA) 

同时 是 局 部 a5 mm- 零 的 ， 设 紧 集 KCA UA M w(K) = 0, 
因此 WK) a w(K) = mIKE), Bp ml AU 4, = tal Ay Uda Ai 
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Ky = $e BEM +f: = fa 1.p.p.zv。 证 毕 . 
注 KIUSA [6], [47], [120], 


§ 2. Stonean 2 [5] 


定义 5.2.1 一 个 Hausdorff 空间 称 为 极 不 连通 的 , 指 它 的 每 
个 开 子 集 的 闭 包 仍然 是 开 子 集 、 紧 的 极 不 连通 空间 又 称 为 Stonean 
空间 。 ` 
命题 5.2.2 设 9 是 Stonean 空间 , 则 CCQ) 的 投影 全 体 的 线 
CQ) PRR. 
W. 设 FE CQ), {20 Re>d, 36 AS 
O=AcAc--- cay = Milt! 
使 得 Gini — 412) <<, 0 ie <a- le 显然 . 
E, = {2€ O| KE) < u) 
EQWHTR. FH G, =E, 是 8 的 既 闭 又 开 的 子 集 。， 归 纳 地 定 
X 
E; = {re Qf) <a, 1K Ua} 
i=l 


E Gi = E2 &i<n ER, E BOWF TR, Gi BOHRA 
MATH, lisa, 


”我 们 说 0 一 Üa. 事实 上 ， 者 teoN Gi, BW, 1% 


Grs 1% U Gi。 另 一 方面 ,自然 10) < Iil <a Es 的 定义 ， 


tE ECG FH. :: . . & . 
我 们 也 有 GING = 6, Vi wj BLE, EHR > 和 于 是 


cu 是 包 舍 6; 的 开 集 .又 显然 (2 N N Gk ) 是 包含 z 的 闭 
k=t t=t 
RAR, ccoNUeu 所 以 ， GG; = 6, 
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Afr t 是 G 的 特征 函数 , 它 是 C(O) 的 投影 ,并 且 ha < 
He) <a, WEG, 1<i<n, 是 ,1 一 > ux <s, if 
ip, fol 

定理 5.2.3 RaR Hausdorff 空间 ，C:9) 表示 上 实 值 
连 毋 函数 的 全 体 , 则 下 列 等 份 : 

1) OF Stonean 空间 ; 

2) C(O) 的 任意 有 界 非 负 递 增 网 在 C9): 中 有 上 端 ; 

3) €,(Q) 的 任意 有 界 子 集 在 CO). He bis 

4) 对 0 上 任意 有 界 的 下 半 连 续 实 值 函数 g 有 FE c0) R 
QU Borel FR E, 使 得 O = ee), VRE, ， 

此 外 ，4) 中 的 了 可 以 取 为 KD = Eme), WEO 

证 ，4) 推导 3): HAR C(O) 的 有 界 子 集 ,于 是 

gle) = sup {(f (FE 4} 
是 8 上 有 界 的 下 半 连 续 函 数 ， 依 4), 有 FECA 及 8 的 第 一 纲 
FRE, 使 得 1G) 一 eG), We RE, 当然 , (g 一 有) 也 是 下 半 连 续 
TENTE G = {E Ole) > f(D)}CE, OR Baire 空间 
REER—AH, AU, G=, B KA > el), We O, WR 
hE CCQ), HH ASS, WEA, BRAG) S eG), Wee RNA, 
Ls AO SIO, vse, AH, (AE) 在 0 中 闫 再 的 ， 因此 ， 
A>f, 即 了 是 4 在 C.(9) HHEN. 
3) 推导 2): 显然 
2: 27 推导 .1): RUE OMERT TE, 
A={fec(Q|0<f <1, supp CU} 

依 C0) HORE BIR AJ C,(2) 的 有 界 非 负 递增 网 ， pete 

C(O) 中 有 上 端 f。 又 令 5 

s) = sup Af OD IF € 4}, vrec a. 

BAR ele) <j), Vren, WERN EU, 显然 有 Pea, ER 
rO 一 1, AK, 二 1, X1S f, YEA, RU, > f, Mik 
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KA = 1, wee U, 
SBA RU, E C) > 0. WLR AE C2), EAS 
0, AC) = 0, ACD 二 1, Wee UL 于 是， 
F< inf {4, Ef, Whe 4. 
这 将 与 + 是 4 的 上 端 相 矛盾 .所 以 , jC?) = 0, wet, Mii, U 
也 是 2 的 开 子 集 。 

1) 推导 4); 设 z LO LAR PERSIA DR, 无妨 认 
YOLLA M1, WEO, HERREN, FOA) = (re Ol g< 
1} 是 9 的 闭 平 集 ， 记 CC) 一 FC), 注意 

l ee GQ) = AFG), | 
D> GG) JOFFE EIR, Rit, GCA) 的 特征 函数 
XE CCQ), > i 


任意 固定 4 及 re 0， 设 是 (0, 1,- …， 2°) 中 的 最 小 数 。 使 得 
xD els FE hn = Vmak. 所 以 ,fle) =È, 同 
HIAR gO Ym I Ka m0, VI 


re aera A th, Beto) te 


ees . KTH fe CLO), 使 得 I, — 1-0, 令 


e- 0.0 EENE). 


BIER ONEAN Borel TH. SAIE 
FG) = gO), VRE, 


EEREN WN = 2", Fa = F (4),a,-6(4) = Pa 
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及 E= Fp FE PCFC CFs =, GCG 
Gy = Q, EDE: D DE = Ø., WE, GNE; = GAF; = Ø, 
Vics, 由 此 ,运用 集合 论 的 公式 
AN (BUC) 一 人 4nB)UC4nC)， 
我 们 有 : 
(GU EIN (GUE) = GUEU(ENG) 


[GUÈ U(E: NGDINCGUE) = 
= GUBUCGNE)UCGN Es): +++ 


Åe UED a GU i CGrn\ Fa). 
k=l 
MALE G, W vago <4; G) = 1, WS ERA 
a= i — x), 
WR E Gaf SRN — me j ` 


k : kti. s i sees He .| 
NIOS a Xm () 1, Wm >h+i 
Xm (2) = 0, Wm = k, 

N 


从 而 , 6) = Att, 总 之 ， 


lele) 一 ZO]: Si WE Nave. 


上 面 的 n 是 任意 的 ， 又 a ts 所 以 ， me = Os ve BE, 
今 只 须 证 明 上 面 构造 的 f 满足 


Kn = lim gl ), Wee Q, 
EMRE I 一 ;sr < E 外 ,已 指出 ONIO, WED, 当 
CeEM Ax RRISKS 2"), 使 得 F (4)\e (4). .由 
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FERN p, Xar C) = Xa C) 一 0。 因此 
mtb t 
fese(t’)) BI ae 2 1>% 不 > g(t), 
所 以 。 IO > gle), Wee OQ, 从 而 
lim g) < lim f(s’) = f(@), WE Q, 

另 -- 方 面 ,对 +t 0 及 任意 的 6 > 0, 有 : RRR U, ER e> 
fl?) — e, YEU, 但 5 是 第 一 网 的 ， AKH EUNE, M, 
8(7) =10') > e. Alt, lim as’) > 7G) — 8, 5 > O88 


任意 的 ,所 以 ，lim ge’) = fG), Vrea TERE, 
ÆA 5.24 wt OF Stonean 空间 ，& 是 :9 上 的 正则 .Bore] 测 
度 ( 相 当 于 C(A) 上 的 一 个 正 泛 了 浮 )， 我 们 称 & REMY RT 
C(O) 的 任意 有 界 非 负 递增 网 {f/}, 有 eG) 一 super)» 这 里 f 
是 (fi) 在 C,(9) 中 的 上 端 。 
命题 5.2.5 设 9 是 Stonean 空间 ,是 0 上 正规 的 正则 Borel 
测度 ， 则 对 于 OER BATS F RA 纲 Borel F E, A 
(F) = p(E) = 0, 
HE. (AF) BOMFRTE.TE 
ONF = {supp flf E CCQ), O< fF <1, supp fCO\F}. 
注意 suppf = {1 € QG) sO}, ROB Stonean 空间 ,因此 ， 
QF 一 7{c1G 是 9 的 既 闭 又 开 子 集 , 且 CAF}. 
于 是 , 依 G 的 包含 关系 ，{Xec|G 如 上 } 是 CQ) 的 有 界 非 负 递增 
网 ,并 且 它 在 CKO 中 的 上 端 是 1. Bt, 
ua) = sup {2(@)|G ink}. 
自然 <&(G) SAF), PU, (F) = 09, 
WUE E = UF» 其 中 每 个 F。 是 稀疏 的 。 于 是 F, iG 


PAF, Wo, AREA, AL w(E) 一 0。 证 毕 。 
agt. i l 


命题 5.2.6 设 吕 是 Stonean 空间 , 4 是 9 上 正规 的 正则 Bore! 
WEN suppe 是 既 闭 又 开 的 。 | 

证 ， 记 F 二 suppy， 它 是 9 的 闭 子 集 。 FR, (MÉ) 是 稀 
RATE, Kew 5.25, oF) 一 oF). See POM, Wee 
ERARIFW IB PCECK, ME uE) = pA(F), R sopp a i 
EX, F =E, EP... . 

命题 527 设 Q 是 Stonean 空间 ， 4 是 上 的 有 多 Borel 可 
WR, WEE Fe C(O), HME 0 上 任意 正规 的 正则 Borel 测 
度 x, 有 , 

IE) = ACD, P-Patt 
证 . Es ROMAN, FE, gO 一 limi!) 是 9 上 有 界 


的 下 半 连 续 实 值 函数 ， 依 定理 5.2.3， 有 fe C,(0) 及 0 的 第 一 岗 
Borel FÆ E, 使 得 

Pe) = gl), WERE, 
对 9 上 任意 正规 的 正则 Borel 测度 x, fk Iyam 定理 ,有 0 的 互 
不 相交 的 紧 子 集 列 {Ks h 使 得 #1K。 是 连续 的 ， Ya, 并 有 


(As) 


AC) = gle), Wre U Èn. 

由 于 (Kn\,) EMRK kA 5.2.5, WK Re) 一 0， Vn. W 
此 ,KM(9NUR]UE) 一 0 并 对 任意 的 4 (Uke apie 
f(t) = AG). HEH. 

定义 5.2.8 OPRAH Sion 空间 , 指 它 是 ‘Stones a Aih 
a ca) 的 任意 非 零 正 元 f; 人 ‘Borel me 

命题 5.2.9 设 OEH -Stonean 空间 , 则 存在 g 上 正规 的 正则 
Borel SUB KE ivi}, ERAH œl, supp Nupp er = Ø, 
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于 是 


#E U supp ø p: FE OTR RF. 


证 ,: 设 Lees} Eo LERNER Borel WH RAH, 使 得 
supp æ supp tr =Ø, V? æ 记 T 了 一 (smwppp, 依 命题 5.2.6， 


了 是 将 的 开 子 集 , 于 是 FREI. MET = 9, WM Xor 是 
CQ) 的 非 零 正 元 , 因此 有 人 上 正规 的 正则 Borel 测度 w, 使 得 
ENT) SoU e 1 
7 ` WEY = WCE\Y), YE 是 @ 的 Borel TE. 
DI r Æa LEREN Borel 测度 并且 
Ø = supp recor, 
这 便 与 Yoj ORAREFE. Bh, T= oO. TER. 
= AGMSS KM [14], [110], (119). 


§ 3 交换 的 w*- 代 数 


定理 5.3.1 设 Z 是 "有 限 的 交换 w*- 代 数 ,9 是 其 谱 空间 ， 
Njo EE Stoncan 空间 ， ,并 且 在 9 上 有 正规 的 正则 Borel 测度 v, 
使 得 

supp v = 9, a) = L°(Q, v). 

证 .无 妨 设 ZC BCEE ), RELS, ZEX 中 有 分 离 矢 
Eo, Ut fm, 是 CC9) 到 Z 上 的 * 同 构 , 依 定理 5.2.3 的 2) 及 合 
$ 1.2.10, FJA OÈ Stoom 空间 。 自然 有 2 上 的 正则 Borel W 
Riy ER mde, E) = | OO, VECO). 同 料 由 命题 
1.2.10, v 是 正规 的 。 如 果 有 的 非 空 开 子 集 U, 使 得 CU) = 0. 
“He fe C(O), f 0, fA 0, supp (CU, 网 (robot 一 0 但 加 
ËZ WIAR Ak, {= 9, 矛盾。 所 以 ， supp y = Q, kian a% 
超 Stonean 空间 ,并 且 C(O) 一 一 地 和 嵌 人 L0, ») 之 中 。， 

设 网 {REE A itl << 1,072 RR LoCo, v) AO * 
th, h>f€ LOCO, »). Yh m = mg E Zs 于 是 上 mill S1, 必要 时 
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POL em, XE gE C(O). 对 任意 的 he C(O), 
|È Gta — ghd | = {Com — map demas, dl > 05 


X C(O) E LO, >) PRO, Bib LOCO, v) Ee * ast, 
fi> g, ATI) = gG), Ppr, RBA CCQ) LO, v) 中 是 
* AH. BW CO) L” (9, v) HER * 称 的 ， RA, C(Q)= 
L”(O, v). TER. 

命题 5.3.2 ORK Hausdorff 空间 , » 是 9 上 的 正则 Bord, 
WE Z= LO, v) 是 wx- 有 限 的 交换 w*- 代 数 ， 


证 . 令 off) =|, KDE), Yje L(A, v), HF 1€ LQ, 


v), 可见 中 是 L°(Q, ») EEROR EREZA. kam 
1.14.2, ZÈ go- 有 限 的 ， 证 毕 ， . 

定理 5.3.3 设 2 是 超 Stonean 空间 , 则 c(Q) 是 交换 的 wy- 
代数 。 此 外 , 如果 0 上 有 正规 的 正则 ‘Borel 测度 », 而 supp» = 
Q, W] CLO) = L°(Q, v) 还 是 ARK. 

证 ,首先 设 Q 上 有 正规 的 正则 Borel 测度 3 ape =a, 
于 是 C(O) 一 一 嵌入 工 <(9, ») 之 中 ， 对 任意 的 hE LCQ, v), 
命题 5.2.7, BFE CC), 使 得 O = AG), ppv 所以, C(@)= 
L”(Q, v). RAR 5.3.2, C(O) 是 rc- 有 限 的 交换 w*- 代 数 ， 

”一般 、 依 命题 5.2.9， 有 2 上 正规 的 正 出 Borel 测度 族 : Avi}, 
使 得 2,02: = D, 这 里 2; 一 SUPR Pre, Vi xe, #E I Pp U a; 


在 9 中 稠 。 依 命题 5.2.6， 是 9 的 既 闭 又 开 子 集 f YL 于 是 , 
依 诱导 拓扑 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， Mil, > 一 >) Or 将 是 
t 


T LAJE MI Borel 测度 ,并且 suppy=T. it, f 一 了 IT 是 CCQ) 
到 Le, r) PRR RMR AC LT, »), A ah) = 
0,72 A\T, 依 命题 5.2,7, ALE COQ), BBG) 一 4G), PPP 
Viv ARETE, fe) = ke), bepo. BARA COS LT, 
vp) iL * aay, Atk. c(a) 是 交换 w*- 代 数 ， ire. . 
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EM 5.3.4 设 Z 是 交换 的 w*- 代 数 ，9 是 它 的 谱 空间 ， 册 号 
是 超 Stonean 空间 ,并且 存在 局 部 紧 Hausdorff 空间 了， 及 了 上 的 
正则 Borel 测度 v, suppr =T} 使 得 Zx 间 构 于 L*(T, r). 

证 . W ZCBC(), fom, 是 C(O) BZ EEH, F 
BME EE, E 8 上 的 正则 Bore 测度 va E 


(me, E) = | save), WE CA), 


RUE 5.2.3 的 2) Bee 1.2.10, OFF Stonean 空间 ,并 且 上 SIE 
RUM, WEE SO, RSE C(O) BER BREE, E 
得 vs(f) > 0, 因此 ,9 是 超 Stonean 空间 。 其 余部 份 , 已 包含 于 定 
理 5.3.3 的 证 明之 中 。 证 毕 ， 
”定义 5.3.5 设 M 是 w*- 代 数 , ECCM) 称 为 M 的 生成 集 ， 

指 M 的 包含 的 最 小 w*~ 子 代数 就 是 M. 此 外 ， 如 果 M 有 一 个 
可 数 的 生成 集 ， 则 称 M 是 可 数 生成 的 . 

相仿 地 理解 <*- 代 数 的 生成 集 . | 

引 理 5.3.6 i OK Hausdorff ZF), 如果 <- 代数 c(a) 
由 可 数 个 投影 生成 ， W) CCQ) 可 以 由 一 个 可 逆 的 正 元 生成 。 

证 ， ‘AB Pe} 是 ce) 的 投影 烈 ， 且 生 成 c(a). 令 


h = Daher +), 


则 是 CO) 的 可 道 正 元 、 对 任意 的 4 60, =i, BAF {Po} 
生成 C(O), ABER k, 使得 AG) = oC). 于是， 


(ila) — pC) =a] E ae Cela) ~ pD] T 


— 1 1 
>22 — = -一 -~ 
34 PET - 34? 


= A cumin 号 的 点 的 。 再 由 Stone-Weierstrass LARIA 
2.1.5, TE A ÆR C(O). WEE. oe 

ER 5.3.7 UZ 是 可 数 生成 的 交换 w*- 代 数 , 则 Z 可 以 由 一 
ATE TAR. HB, A Hilbert 3 竹中 的 交换 rN 代数 可 
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以 由 一 个 元 生成 。 
i {ae} 生成 Z, 代 an ete, 可 以 认为 Gn 一 an, 


Ve, BARAT so。 的 谱 分 解 , 可 见 Z eH ATR BAR. EZ 
看 作 c*- 代 数 , 设 这 可 数 个 投影 所 生成 的 Z 的 c*- 子 代数 是 4。 依 
引 理 5.3.6, 4 将 由 一 个 可 逆 的 正 元 4 生成 ， 自 然 4 也 是 w*- 代 数 
Zz 的 生成 集 ,因此 ,{a} 生成 Z .此 外 ,可 分 Hilbert 空间 中 任意 vN 
代数 都 是 可 数 生成 的 ,由 此 得 证 . | 

定理 5.3.8 如 果 Z 是 可 分 Hilbert 空间 A 中 的 交换 WN 代 
数 ， 并 且 无 极 小 投影 〈Z 的 投影 ? 称 为 极 小 的 ， 指 如 果 Z 的 投影 
q<p, Wg =o RP), WZ wT EM([0, 11), 这 里 [0, 1} 
使 用 的 是 Lebesgue 测度 . l 

W. OBZ HIE REE 5.3.1, OF Stonean 空间 ， 
并 且 2 上 有 正规 的 正则 Bor! WIRE», (7G supp » = Q, CC9) = 
L*(Q,%). 又 依 定理 5.3.7， 存 在 Z 的 正 元 a, 它 生成 Z. 无妨 设 
O<e<l, WI = [0,1], HF o(-) 是 9 到 了 的 连续 映 象 ,可 定 
义 了 上 的 Borel 测度 a: 

a(E) 一 v(a*(E)), VE 是 了 的 Borel FR 
及 LU“, p) 到 L°CO, v) Hx AR: 
GO) = {(a@)), Wee Q, fe LTC, p), 

如 果 f 是 了 的 多 项 式 ， 显然 ， Of) = f(a). (A {a 了 生成 Z， 因此 ， 
O(L*(1, p)) AE LCA, ») H— ABE. 

BATE OCLC, «)) E LO, v) 中 也 是 稠 的 。 事实 上 ， 如 果 


BELO, »), E | OOO) = 0, WE LU, u), 由 


FOC, py)) E L°(Q, v) 是 弱 * BN, A CL, 
u), 使 得 依 LC, ») ma * fah, PG) >E. Bee the rae 
v), 因此 


= | sO) ev) — | lela) 
即 8 一 0. 


党 žig e 


现在 指出 8 是 o-o 连续 的 , AMA ERA CLG, 


vw), iid <1, Wi, Bo, sei og eho. 对 任意 


的 gE LO, v) Re > 0, RATE. WEF LOC, p), 使 得 
file — OO < e, 
于 是 当 + 充分 大 ， 
| | soccer) 


< |f AOA 


+ | eO — ONO) < 2e, 
即 说 明 @ 是 0-o ERNY. FÆ OCLC, p)) = L°CQ, v), 
如 果 fe L"(1, p)， 使 得 OD 0, FB, 
Pe) = 0, Wee CCF), 
因此 ，| OOA = {oe av) = 0, vee CCH), W 


f 一 0， 所 以 ,$B 是 L'O, p) 到 LoCo, v) ERAH. 
” ”现在 指出 7 上 的 测度 是非 原 子 的 ， 即 对 任意 的 :ETJ， 有 
x({4}) 一 0。 事实 上 ,如 果 有 26€.1, E >o WES 
a*({a}), RI vB) > 0. 从 而 各 是 LOCO, r) 的 非 零 投影 。 由 
P(Xay) = Xz Xm 也 是 LU, a) 的 非 零 投 影 ， 自然 Xa 是 极 小 的 ， 
所 以 , Xe ME LOCO, v) (S Z) 的 极 小 投影 ,这 与 假设 相 了 矛盾. 
SJA) = 10, 41), VAE T， 则 了 是 工 上 的 递增 连续 函数 ， 
并 且 (0) = 0, (11) = 1( 这 里 无 妨 设 v《9) = 1), LA gA) 一 
min {A = a}, YAE 1, We eT LARA eR, 并 
BAZATE A. MRL ace cdc} ee 
MORRIE (tM Sac See SaaS ety 
使 对 每 个 ws | 
JO) = Fa) VEE [ans A51, fC) > Fa)» Vi> a 


于 是 ,gof(4) = 2, Wie AU (te, ]. 3-H 
alln, 24l) = (Cans i) = Ia) = (As) = 0, Va, 
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Aut, gf) = 2, PP em, 

注意 ,如果 科 是 工 上 的 Lebesgue 测度 ， ,对 于 任意 的 Ear 
LS l, 

mGA), 7(2)]) 一 FC) E fC.) = wd, al, 

RE, m= sof", 进而， 天 一 meg, 

STEX L(I) = LC, m) BLU, a) 的 六 同 态 r: 

Bh) = hof, WRE LCD. ` 
如 果 ke L? e), W koge L°C1), HA 
O FRNA) = ogof) =k) P-P, 

Aik, PCL") = L°, a). 此 外 ， 如 果 REL"), 使 得 


WA) 一 0， 由 于 | CODA) = | 4ACDPamC2)， 所 以 ,4 


0, BUTE L°C) HL, pz) EN * A, HET, Pow ELC LO, 
1]) 到 L°CO, v) EÉ * 河 构 ， 证 毕 ， 

系 5.3.9 .可 分 Hilbert 空间 中 , 相互 不 # 同 构 的 交换 vN 代 
数 只 有 可 数 多 个 

定义 5.3.10 Hilbert 空间 T7 中 的 交换 vN 代数 Z 称 为 极 大 
AMA HE CO ”中 没有 真 的 包含 Z 的 交换 VN 代数 .- 

BA, Z 是 极 大 交换 的 , 当 且 仅 当 ，Z = 2Z", 

定义 5.3.31 设 @9 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 , v 是 上 上 的 正则 
Borel 测度 ,对 任意 的 fE LC, r), 定义 mye = fe, Vee LOO, 
v), AR A de LQ, v) 中 的 有 界线 性 算 子 .. 称 {àl jE L°CQ, 
>)} 为 LQ, v) 中 的 乘法 代数 . 

517 5.3.12 如 果 9 是 紧 Hausdorff 空间 ， v 是 9 上 的 正 则 
Bore! 测度 , 则 L2, v) 中 的 乘法 代数 Z 是 极 大 交换 的 vN 代数 . 

证 。 设 a'e 2Z',， 于 是 对 住 意 的 EL*(8, »), a'f = a'h = 
fa'l, 这 里 1 是 Q 上 恒 取 值 1 HBR. idol = g(€ LX(Q,2))，, 

则 a'f = gf, vje L”, v), T - 

SREO] S elh, por. BS, NA e > e 及 8 的 紧 于 

SK, 使 得 
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VK) > 0, lOl = lle’ ] +8, Vee KY 


mK) Io" + ey < |1EOXKC ldla) 
= Jax < lo"!*v(K) 
矛盾 ， Alt. ¢€L°(Q, »). HH of = at, Vie LO), 及 
L°(Q,¥) 在 LX《9, ») 中 移 , 可 见 a =m, FUL, Z = Z, 证 
毕 . 
定理 5.3.13 设 9 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 , ?是 0 上 的 正则 
Borel 测度 , 则 LO, v) 由 的 乘法 代数 工 是 极 大 交换 的 VN 代数 ， 
并 且 f> hy 是 E“(9, v) 到 Z 上 的 o-o BM Et. 
HE. HERK FE LOCO, »), BR lal < i BH. 
果 在 8 的 某 紧 子 集 久 上 ,|1Ce)| Sia, HE v(K) > 0, W 
[| Xecll = ANXxil. 
FAs. lA = Nil, BD f > of, LO, ») FIZ ERJA a. 容 
PEA 同 构 是 o-o 连续 的 。 特 别 ，Z 是 LQ, v) 中 的 vN 代 
数 。 3 i “od 
依 命 题 5.1.2, 0 = NU UK, 其 中 {Ki} 是 互 不 相交 的 局 部 


可 数 的 紧 集 族 , NN 是 局 部 EM. TE 
| L(G, v) = DOLE, v1)» 


这 里 ov, = v|K;, WI, Sima’ eZ’, 由 于 dh 一 har a" ht, 
VAE DCK, 7), BiH LO, v) PRA Xe NET, AK, a 
对 LO, v) WHFS LCK,, v) ERER, V. 依 引 理 5.3.12， 
a TOK, 1) = they KB gi € ECK 21), YL & 


; f £= 25 AK;8i> ; l 
则 gE L*(a, rx), 且 a’ = rhe, 因此 ， Z 一 Z. 证 毕 ， 
命题 5.3.14 设 Z 是 OF 中 的 交换 vN 代数 , 且 有 循环 矢 Eo 
则 在 Z 的 谱 空 间 Q 上 有 正则 Borel 测度 r, RE BLO, r) E 
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WHAT u, 使 得 
suppr =Q, C(Q) = L”(Q, v), 
umu = my, WFE L”(O, v) 
这 里 f > m Æ C(Q) 到 Z 上 的 * 同 构 ， 
W. EH 2Z 是 分 离 的 ,但 ZC2', Aik, d 
依 定理 5.3.1 的 证 明 , H 


(mios E1) = | FdE), WEE CCQ) 
PEAY O ERJEN] Borel 测度 > 满足 
supp» =Q, c(a) = L”(9, v), 
Si umE = f, YHE C(Q)， 由 于 与 是 Z 的 循环 矢 , Aw 
PRK Z 到 LO, vy) 上 的 西 算 子 ,并 且 
umu = hi, WEE CCQ) = L*(2,2). 
证 毕 . 
命题 53.15 ZR OF 中 的 交换 vN 代数 , 则 Zz 是 极 大 交换 
且 c- 有 跟 的 , 当 生 仅 当 ,Z 在 多 中 有 循环 矢 ， 
和 证。 充分 性 由 命题 5.3.14 汲 1.14.2 立 见 , 
今 设 了 是 极 大 交换 且 mc- 有 限 的 ， 依 命题 1.14.5， ZARAR 
。 得 Z = Z, Ri, i bE ZARR. 证 毕 . 
R 5.316 如 果 Z 是 可 分 Hilbert 空间 中 的 交换 vN 代数 , 则 
ZZ 是 极 大 交换 的 , 当 且 仅 当 , Z ABR. i 
定理 53.17 设 Z 是 多 ”中 极 大 交换 的 YN 代数 , 则 存在 局 
部 Hausdorff 空间 Q，8 上 的 正则 Borel ME v, supp» = Q, 
使 得 Z 西 等 价 于 LO, v) PRE 
证。 依 Zorn 辅 理 , 可 分 解 
= Dek, OF, = Zn 


of CE NS, 上 的 投影 , 则 产 EZ 一 Z, Yi AO BZ 
WRR. f—> m 是 C(8) 到 Z 上 的 # 同 构 ， 于 是 对 每 个 !， 存 在 
Oo 的 既 闲 又 开 的 子 集 ,使 得 Pi 二 my RE X È O RER 
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RK. HT Ape = 0, Alb, aN Oy = 9, Wiel, 

对 每 个 1, Z 一 Zhi OE PABA E WER YN 代数 ,其 
谱 空 间 是 O,, Minter 5.3.14, FQ; 上 的 正则 Borel 测度 vi 
- supp v; = Q, BEEF] LLCO, v1) 上 的 西 算 子 使 得 

CCQ = L°(Q,, vi), umpu = AP, WEE L(AQ,, 1), 
这 里 f > mP Æ CCQ) 到 Z EO AH, AP 是 LO, v) PR 
以 f 的 算 子 . 

记 2= U Q, CE O WA RFR, Mi AUK. Hausdorff 


空间 LS v= Oy, 则 v 是 0 上 的 正则 Borel WE, 且 
spr = 2, Fiku = 1Ou, 则 * 是 Of 一 Pew. 到 
i 1 
LQ, v) = SOLA, vi) 


上 的 西 算 子 ， 对 任意 的 fe c(a), c= tIiQe L“(Q, »)».5 JL 
ume = ha, Ali, eZee CLO, r) 中 的 乘法 代数 ,但 依 定理 
5.3.13， 两 者 都 是 航 大 交换 的 ,因此 ，zZx = LQ, v) 中 的 乘法 
PUR. TER. 

定义 5.3.18 4*- 代 数 对 的 投影 称 为 交换 的 ， 指 ， PMP EZ 
换 的 。 

命题 5.3.19 RME u” -代数 , P. 9 是 村 的 投影 ， 且 p 是 交换 
AY. 

1) #P~4s 则 了 也 是 交换 的 ; 

2) PMP 一 Zp， 这 里 也 是 好 的 中 心 ; 

3) 车 9 所 2, 则 4 二 ce(4)p, 这 里 cl9) 是 42 在 好 中 的 中 心 覆 


证 无妨 设 M 是 WN 代数 . 

1) 四 命题 1.5.2 立 见 ， 

2) 由 于 Ms 是 交换 的 ,因此 ,MpC Mb， 依 命题 1.3.8， Mp 一 
MeN My = Ze, ' 
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3) 依 命题 1.58。9? 在 Mp 中 的 中 心 发 盖 是 <(2)p， 但 Me 是 
交换 的 ,所 以 、g 一 ce(49)p. 证 毕 . 
= 本 节 见 参考 文献 [14]; [48]; [104]. 


$4. 交换 c*- 代 数 的 * 表 示 


本 节 中 , 设 4 是 有 单位 元 的 交换 c*- 代 数 ,于 是 A= ca), 
这 里 9 是 4 的 谱 空 间 ( 紧 Hausdorff). 

定理 85.4.1 如 果 ix, OO} RARER ERR, 则 在 测度 等 
价 的 意义 下 ,在 Q 上 有 唯一 的 正则 Bore 测度 x， 使 得 

| {x, @°} {Bs L7(Q, x)}, 

XH (Pla) G) = alee), Vie LO, p), Maal) ÆA 
到 c(a) 上 的 # fal, 

I. RECS 是 zx 的 循环 矢 , 于 是 有 8 上 的 正则 Borel 测度 
pg， 使 得 

(ro), E) = | adal, Vee A, 

& unla) = aC XVa € 4), Wu HK OB] LO, u) 上 的 西 
AF HDIR unCaju = Pla), Yat A, 

SF u, v 是 DO 上 的 正则 Borel BIB, v Æ LC, x) F) LC, 
v) 上 的 西 算 子 ,使 得 

vlaje = Pla), Vac A, 
记 vl =a6 L(G, v), Dl va = vu(4)1 = Caja. FR 
| lat bance) = (Jaa lava), Yaca, 
BẸ a = jalen 从 而 上 <>。 EE re, 所 以 ,x ~ v。 证 毕 . 
“当然 ，4 的 任何 * 表示 都 可 分 解 成 循环 冰 表示 族 与 零 表示 的 
直 和 ,但 本 节 中 ,将 特别 研究 4 的 这 样 一 类 本 表示 fx, BH}. C 
可 分 解 成 可 数 个 循环 表示 的 直 和 ， 依 命题 1.14.2， 这 等 价 于 说 
x*《4) 是 c- FARA, 
。245 。 


口上 唯一 的 正则 Borel 测度 gs, 使 得 

(zx(o)5， E) = | adul), Vac A. 
我 们 引入 2 的 元 之 间 的 偏 序 关 系 >:， E>n, FH aA. 
šE 上 FÝRA, IEE > Ns Vn € & 

引 理 5.4.3 mR ye p= (4DE, M <s, 

证 。 依 定理 5.4.1, 有 OC, Bl) LLCO, u) 上 的 西 算 子 x， 使 得 
ulala) | Cat = Papla), Wac A, 设 f = ul E LQ, ws)), 
则 

CaCa), 2) = SaR Manele), Wa A, 
从 而 , # = Ifl pe BR ao<a n <E. 证 毕 。 


引 理 5.44 如果 = VOM, Er = HAF wlll < 
k=t 
1, Vk, WE = 1 2 Że, ERAR. 


证 ， 显 然 m= Y Tin ERR 4€ 如 ， 可 分 解 为 4 一 
k=1 Z 


Sun Knee Hy, Yk, Fs, = D Hs 并 依 引 理 5.4.3, 
R 


Po 《Hk Yke SHOR Bord FRE, WE aE) [= 0, TE 
Hl E) = 0, Aal E) = 0, VX， 进而 ps(E) = 0, BI py Kegs 2< 
#5， 证 毕 . l 

引 理 5.4.5 WR CAY 是 w- 有 限 的 , 则 极 大 矢 的 全 体 在 OF 
中 是 稠 的 ， 

证 。 依 引 理 5.4.4。 SO 至 少 有 一 个 极 大 矢 f, DE 
x(ADE, ERN 16 OE 可 分 解 为 

. n=mbm, MER p me ee, 
iH, = Al CH), ATAR 
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E= E, t En EE a 6 Ci 
IRIE e = Bys $= 1, 2, M g = a + px。 对 任意 的 8 > 0, 
人 然 Hotei, = Pm 十 E'un 既然 二 Ze, 依 引 理 5.4.3, MK Hgo 
于 是 

Emte? Ha F E ~ m + pa = ee, 
因此 ,十 sé. WERAK. OER EC Ce, TE =i 
B68, m H BEE DE a 从 而 
Bpiteg tm — ytes + ys 
PA n + e: = m +e tm 也 是 极 大 矢 . 显然 
W + së) — nll < elil, 
RE RACINE OF HER. IER. 
引 理 5.4.6 如果 (AY 是 ac- 有 限 的 , 则 可 以 分 解 


X = Sor. H.-H, 


BE, > Erm ees > Ey > eee, 
HE, (Ca) Æ A BERRA 
{mlk = 1,2,7} 
= {61951952s C15 5 bs L152953554 “tty 
依 引 理 5.4.5, 可 取 OF 中 的 极 大 拓 护 。 使 得 
1: — mil <1. 
& p 是 g 到 W, ka aC AE, 上 的 投影 ， 同样 可 取 {1 一 POE 
HORAK A, SEG | i 
la — C = Pal <=, 


HA BONO, - ADE 上 的 投影 …， 一 般 设 已 取 到 
boo iro Ree Mi = aCe; 上 的 投影 ,1 所 i 所 


k—l, BPE Sa (1 一 3) v2) OF 中 的 极 大 和 ,使 e 
| Š 一 一 > | < E 
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Hit yt A B) OO, = lA) 上 的 投影 。 这 样 得 到 的 列 {Et 
显然 满足 
E> Em PR >, HLM, Visi 
今 只 须 证 明 嫉 = PDE. 
对 任意 的 Sy, AFR (Rab, EB me, = Sa, Vo. WEE 
ka-1 
天 一 (一 2 Pi ) mu 


< i. Wn, 
Rn 


即 
|( ge. + Sot) — | <p> 
因此 ,zk Sor, V. LAs ts Cay ooo} AE CA) 的 循环 


RIFA, OF 一 DOW: TE. 


引 理 5.4.7 ìta, v 是 9 上 的 正则 Borel WE, r BLO, x) 

到 LO, v) 中 的 有 界线 性 算 子 ,使 得 
vP,(a) = Daje, Yat A, 

则 vf = of, WHE (a, #)> 这 里 a@=vl€ LOQ, v»). 

if. 对 任意 的 aé c(a), va = v,Ca)1 一 ma， 于 是 ， 

flea hat) < ll? fla Fd), Vac CQ), 
Fst, Nelle > lal? +», 由 此 ,ef € LO, v), YE LO, a). 再 
由 C(Q) 在 LO, p) HER, vo = aa (Wee C(9)) 及 
lol > lef- r, 

即 可 见 of = af, VE LO, p). TER. 

引 理 5.4.8 设 {ahs {v4} Æ O EREN] Bord MEA, "= 
DOLA, m), SC = TOL, v), Ree & Boe h 

下 


的 等 距 算 子 , 全 得 
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uP g(a) = Oy (alu, Wat d, 
这 里 ela) Css fest) = Cafas afaste), HER 
RE L(g, Pr)» VR, x 
HE Gothon DERE (M D [lA a<), AR 
k 


定义 Paxla), Vee 4。 如 果 还 假定 
PAO Bar Ry Wy 
则 nye Wi 2, 
W. Wwe BO, = LO, m) ERR, gA xy 
H; = LQ, vi) 上 的 投影 ， wix 二 4i#Prx， 易 见 
WD a= D, Ca etre, Vi, ks a € A, 
如 果 记 uil 一 AES Hi) Yis k, 依 引 理 5.4.7, 
u(0,-- "9 frs 0,- -) 
= (xfrs ees Giles ts Viet Co, 
u 是 等 距 的 ,因此 ， 
J COPA) = Dfa. © O 
Aik E kt ON Borel 子 集 ,使 得 v(E) 一 0， 自然 v(E) = = 0, 
.Vi 之 2。 于 是 对 任意 的 ak 4, 


70 QATE aayXy\- 


Ru 《2) 


` pe a 
aXe ae Xe 


BOX; 
[we EOR OLA OAOE -| 0 


2X x x, 
XE (2) arg aXy Ag 
0 > = <a] 0 ul 0 =<] 0 
Nod » < fò 


G 
aX, 
0 |? = 0, Yat A, 
FAILS p.p.p BLEE, ual 0. 命 

E, = {tE Elay(s) < 0}, E, = E\E,, 
于 是 对 ppv, 的 tE E,, a) = 0, 依 (2) 

u(Xg,, 0,7) = Conte,s 0,+-+), 

但 在 Fy bs on) = 0, Xu BSR AG, lE) 一 0。 从 而 
za(E:) = 0, MAK (2) 

0 = uD, XE,» 0,.*°) > (ane, 0,-"-), 
因此 对 p.p.» 的 1€ Ey, on) = 0, BL ans) = 0, ppv. FE, 
由 此 , 依 (2) 

u{0, Xz, 0,-++) = (ouXe, 0,-**) = 9, 
Alt, mE) = 一 0。 这 表明 

wm 、 l (3) 
4K C1). 对 任意 的 不 


(Ian Lan < SIAOD, Veen 0 
设 已 是 9 的 Borel FRE (E) = 0, RO) aE) = 0, 
Wh 2. 在 (4) he fe = Xes W | aa Pan) = 0, WE 2, 


这 说 明 lawl? > non VR 2。 依 定理 5.1.4， 有 上 的 非 负 可 
WAR Le 使 得 
Jal + By ms WR > 2, (5) 

SEXY: FOR —> HOK i 

2(0…， fe» 95° -)= 0, (Bi + | oral?) Ff, Cafes tt) 
YhE »,k 22. WREX G) RO) 是 等 距 的 . BR 
也 有 

sDrom (a) ma Prox La)rs Yat A. 

EOF SD, Bey t EXO Rynna 
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同上 可 证 n > mm B vi vs ZAA RM (5) 的 关系 。 
继续 这 过 程 , 即 可 得 证 . 


3I 5.49 he Bo = DDLC, m) 到 
站 
HK = J DLA, v) 
站 8 
REFERT, HE 
uyla) = Pyllau, Vale A, 

Rik f 之 2, 及 PP mg DEH Dig Pr ”9 W 24> ees Wh 
i. 

证 。 尖 了 一 2， 即 为 引 理 5.4.8。 今 归纳 设 命题 对 (i 一 1) 成 
uw >2). 

D OLO, %) 是 表示 Dx 的 不 变 子 空间 , 依 引 理 5.4.6 及 


Ri—1 


定理 5.4.1。 有 上 的 正则 Borel 测度 列 
i Fjar rits 
GAN * RRL, Oar) SAL, Pe}, 其 中 
x= > OLA, n) 


Ri—1 


L = >) DLG, ry). 


k>j-1 


依 引 理 5.4.8， wy > ry, Yki RAR RAT OS 
}-i 
FELO, WDF, 


tæt . 
可 见 TA” Bes WR 之 了 一 I 因此 VY Hee Wk =j. 证 毕 。 
引 理 5.4.10 Ws Bee = ZOLA, Hx) 到 


9 = TOLAG, v) 
k 


上 的 西 算 子 ,使 得 wyCa)w = Oyla), Yat A. WR a> 
py 
3E, fr E= uli, 0,-…*)， 于 对 任意 的 a€ a, 
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faam = (@ara)(1, 0 1s 0577+), 
= (Px (a), E) = [aledave(e), 

这 里 n 为 .9Y R SPREE, AE, m= va 

设 tk 一 (O,-++, l, 0,---) (€ H) 它 决 定 的 测度 是 Ves 
Vi. Horn = Dna) ms 依 引 理 5.4.4， 了 3 是 OC 的 极 大 
RAs n re =m. LER 

v, = >) (h2 r 
; x 

AK, n ~ Vas mom W5 5.49, BRA Mer Has VR 22M 
而 VET fks Wk = l. | $ 

“BAST RHA mrvy VRE 1, EHE. 

定理 5.4.11 设 4 是 有 单位 元 的 交换 c*- RR, OR CHES 
间 ，{x， 2) 是 4 的 非 退 化 表示 ,并 且 x(4) Bo- ARN, W 
在 测度 等 价 的 意义 下 ， 有 2 上 上 崔 一 的 正则 Borel 测度 列 p> we > 
eens FR AR k 表示 {x, ef} = {o, FDL, mh 这 里 

k=1 


PCa)his >s fra vee} ba (afis** "> afrs* e)s AE LQ, Hr)» 


Cafe) = DRC) (WEE A), Why 
且 DD deals <0, 


此 外 ,对 任意 的 《之 1， 测度 如 等 价 于 集合 
二 一 让 : L aK 
{Inf (ex) BRAKE, Yii» SST 2 Sh-t € a) 


中 的 最 小 ( 依 绝对 连续 性 而 言 ) 测 度 . : 

本 定理 由 引 理 5.4.10。5.4.6，5.4.1 及 5:4.9 立 见 

注 。 定 理 后 面部 份 所 叙述 的 (m) 的 决定 方式 与 熟知 的 Coa. 
rant 原理 很 为 相似 , Bs : 忌 ” 中 的 全 连续 非 负 算 子 ，% 之 
之 是 它 的 本 征 值 列 , 风 对 任意 的 ， 


» 252» 


y= tale de fans 了》 


Faery EM crn Ls {ns 90》。 

命题 5.412 在 定理 5.4.11 的 假定 与 符号 之 下 ， AT RA = 

i 当 且 仅 当 , supp a 一 9, 
正 。 设 suppa = 9, WE ae A, 使 得 PCa) 一 0, 于 是 sf 二 

0, Sie LO, wm). 特别 取 了 一 5， 可 见 a) = 0, ppm. 记 
U = {16 Ole +0} BAR, A aU) 一 0. 但 suppa = 2, 
A, U= Ø, Bl a=0, 

反之 如 果 有 非 空 集 U, EB mkZ7 一 0， 于 是 pCD) = 0， 
vk >11, Rae A, 而 supp o(-)CU, Ml O(c) = 0, Mx KER 
忠实 的 。 证 毕 

EX 5.413 ”QOQ 上 的 函数 n(:) 称 为 重 数 函数 , 指 a(') BOL 
的 可 测 函 数 ,并 且 取 信 为 1, 2,… ,co 

给 定 Q 上 的 正则 Borel 测度 5 RBRHR nC), 4 = CCQ) 
1 * 表示 Onn, BRR OC = LOK, 这 里 

CE = AQ, ty), Be = Xe * Bs 
E, = {1€ Q|n(t) Sh}, VRS! 
并 县 
Punla) ts frat) = Cafise ss Shes) s 

VaeA, {fi fas DE X, 

引 理 5.4.14 RHO EREN Borel WE, 0< ec LA, 
u), vp: p, E= {rE Qe) > 0), Mv~ Xs: m 

iE. HEF OR Borel 子 集 , 使 得 v《(F) =0, HF CF) = 
[eCeduCe), Rit, oC) = 0 ppn FE, BUA Bored 于 集 F.C 
F, 使得 pl) =0, Wee FP\Fs， wi) = 0, Fibs 

(Xe: HF) = wh ENF) = KE NCEE). 
BEEE, pG) > 0; 而 在 (ENF) E, e) = 0, A, 
ENCF\F) = @ 


«Z53 0 


从 而 (Xs y a)(F) = 0, 

反之 , 设 (Xe z NCF) m uCENF) 一 0， BAS (F\E) iE 
eG) = 0, TH 

DCE) = È d =] o = 0, 

iE, 

定理 5.4.15 设 4 是 有 单位 元 的 交换 c*- 代 数 , CORENES 
ll, (r, 2E) 是 4 的 非 授 化 六 表示 ,并 且 x《4》 是 o- 有 限 的 , 则 在 
测度 的 等 价 意义 下 ,在 9 上 有 唯一 的 正则 Borel 测度 ay RE ppe 
的 意义 下 , 在 QO 上 有 唯一 的 二 数 函 数 aC), EEk AR x 与 Onn 
酉 等 价 。 此 外 ,%* ERER, HERH, supp = a, 

证 。 取 定理 5.4.11 的 测度 列 {zx}。 依 定理 5.1.4, 有 

0 pr€ LQ, g)» 
使 得 m = pt e Yk l, XB a= m al, HS 
E, = {t E€ Ojak) > 0}, 
由 于 Heo Haass 无 妨 认为 
0 = EDED DED 
今 命 
k, mre Ey\E gas 
n) = te 如 xe Ee 

显然 并.) 是 9 上 的 重 数 函 数 , 且 Ex 一 [E Gln) > hy, VR. 依 
B1 5.4.14, pe ~ Xe ps WR, Ais * 5 Pan Bast. 

至 于 4 与 nC) 的 唯一 性 , 依 定 理 5.4.11 的 唯一 性 不 难 可 见 ， 
最 后 , 依 命题 5.4.12，x 是 忠实 的 , 当 且 仅 当 ， 

Q = supp #, = supp #, 
证 毕 . 

”法 本 节 见 参考 文献 15], [21], [62]. 
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第 六 章 von Neumann 代数 的 分 类 


本 章 的 内 容 直 接 与 Murray-von Neumann 的 维 数 理论 有 关 . 
Si 提出 有 限 投影 等 的 概念 ,并 利用 交换 投影 ,把 YN 代数 分 成 有 
限 的 , 半 有 限 的 、 WERA, SHIR. BR RIES, RCD, 
(ID, (ID 型 ,及 指出 任意 WN 代数 可 表示 成 它们 的 直 和 (6.1.6， 
6.1.8)。 以 下 各 节 ,分别 研究 各 类 vN 代数 的 性 质 ， 特 别 对 有 限 的 
《$3), 尘 有 限 的 《$5), 及 离散 的 ($7)vN 代数 的 探讨 较为 详细 . 
例如 指出 有 限 YN 代数 上 存在 正规 迹 态 的 完全 集 (6.3.10) ,并且 有 
限 YN 代数 有 到 它 的 中 心 上 的 重要 里 象 一 一 中 心 值 的 束 (6.3.13); 
APR VN 代数 的 正 部 份 上 存在 忠实 的 六 有 限 正规 迹 《6.5.8);(D 
型 N 代数 可 分 解 为 《L) 型 YN 代数 的 直 和 (6.7.11) $. $9 
讨论 vN 代数 张 县 积 的 类 型 (6.9.12)。 


§1. vN 代数 的 分 类 


定义 6.1.1 WME Hiber 空间 GO 中 的 vN 代数 ,对 的 投 
影 ? 称 为 有 限 的 , 指 若 对 的 投影 9 <P, 并 且 4~ P, Wa=P, 
MM 的 投影 ? 称 为 无 限 的 ， 指 它 不 是 有 限 的 、 即 存在 M 的 投影 4 至 
P, 并 且 9 ~ P, MERE r 称 为 纯 无 限 的 , 指 它 不 包含 任何 非 堆 
的 有 限 投影 , 即 若 对 的 非 零 投影 9 <2, Wg 必 是 无 限 的 。 

MAAR. ERE 纯 无 限 的 , 分 别 指 它 的 单位 元 是 有 限 
的 ,无 限 的 , 纯 无 限 的 投影 ， 

命题 6.1.2 在 YN 代数 M 中 ,存在 最 大 的 有 限 中 心 投影 zx。 

证 。 记 二 sup {z1z 是 到 的 有 跟 中 心 投影 }， 上 内 须 证 明 x 是 
有 限 的 。 设 对 的 投影 Sa, He~s, 又 车 z 是 M 的 任意 有 
限 中 心 投影 ,于 是 ，* 一 zz ~ zp Kz, Mls fz = 2, We Sz, 
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从 而 a= ?, Aut, z EARR. WEH. 

命题 6.1.3 设 p, 9 是 vN 代数 MM 的 投影 , HAPS Ike 
是 有 限 的 , 则 4 也 是 有 限 的 . 

证 。 设 有 对 的 部 分 等 距 元 "”， 使 得 ote =q, w* = gq, 
$u =v + (P — qg), Rete =p, uu* = (P—-gtase, E 
fpf 是 有 限 的 ,因此 ， {Pp q) t+tqa=P, 即 1 4s 从 而 ， 9 也 是 
有 限 的 。 和 证 毕 . 

命题 6.1.4 在 vN 代数 对 中 ,存在 最 大 的 纯 无 限 中 心 投 影 s. 

证 。 命 n = sup {z| z EMHAAR PORE), RANEH » 
是 纯 无 限 的 ， 设 是 对 的 有 限 投影 ,并 且 Sa, m7 是 任意 的 
纯 无 限 中 心 投影 ， 依 命题 6.1,3，ps 也 是 有 限 的 ， 但 fz <z, A 
ih, Pe = 0, Kil, P= Ps, 一 0。 证 毕 . 

”定义 6.1.5 vN 代数 MM 称 为 半 有 限 的 , 指 n= 0， 即 任何 中 
心 投 影 都 不 能 是 纯 无 限 的 .对 称 为 真 无 限 的 , W 二 一 0， 即 任何 
非 零 中 心 投影 都 是 无 限 的 ， 

M 的 投影 # 称 为 六 有 限 或 真 无 限 的 , 指 vN 代数 Me 是 半 有 
限 或 真 无 限 的 。 

定理 6.1.6 任何 vN 代数 M 可 唯一 分 解 为 

M = M,@M,@M;, 
其 中 M = Ma, 是 有 限 的 vN 代数 ， M, = Mz; 是 纯 无 限 的 YN 
RI, M: = Mz, 是 半 有 限 且 真 无 限 的 YN RR, a 十 21 十 85 = 

证 。 由 命题 6.1.2 及 6.1.4， 可 殉 能 够 这 样 分 解 . SH M= 
MPM PDM h, BAN ATOM BRAS A S n P 
心 投影 《xs 一 PP; BEE APRA, i = 2, 3, 但 依 MP, Mp 的 性 
质 ,必然 有 Cz, Ta PP: = Îl, i = 2,3. 因此 ， a= Pi, 同样 ,中 心 
投影 (2, 一 PP; 如 非 零 ; 则 必 纯 无 限 ,i 一 1,2, 但 MP, MPa 
不 包含 纯 无 限 中 心 投影 ,因此 , C2; — A) = 0, 1 一 1, 2, RIE» 
z, = Pae TEHE, 

定义 6.1.7 wW 代数 MM HREM 的 每 个 非 零 中 心 投 
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影 都 包 食 非 堆 的 交换 投影 。 对 称 为 连续 的 ， 措 好不 包含 任何 非 零 
的 交换 投影 . 

离散 的 YN 代数 也 称 为 《D 型 的 ; 纯 无 限 的 YN 代数 也 称 为 
《ID 型 的 ; 半 有 限 且 连续 的 vN 代数 称 为 (I[) 型 的 ;有 限 的 OD 
型 YN 代数 也 称 为 《It 型 的 ; ATRAI CD 型 YN 代数 又 称 
为 《HH-)》 型 的 . 

离散 的 报 念 与 连续 的 概念 显然 相互 排斥 ,因此 《IT) 型 与 qd) 
BNR SRIAA. PAR SSBB. Bat, ID BS 
(il) HRRSRABA. 容易 证 明 交 换 投 影 必 是 有 限 的 ， 因 此 ， 
C) 型 vN 代数 必 是 半 有 限 的 。 从 而 ,，(1) W5 (1) 型 的 概念 
也 互 不 相 容 。 

定理 6.1.8 任何 YN 代数 M 可 唯一 分 解 成 

M = MBMDBM,, 
其 中 M; —Mz;,i = 1, 2,3 分别 是 (TD OD, (il) 型 的 YN 代 
MH atete=!), 

证 。 依 命题 6.1.4，M cee ee z, FÆ, 

= Mz Æ M) WK. 

“Ga a=sup{z(7 EM 的 中 心 投影 ,使 得 Me 是 (D 型 的 }. 如 果 
PEMBAFS ADR, HAPS, 于 是 必 有 M 的 中 心 投影 x， 
使 得 Mz EMR, HHA pz 0, 由 此 ,Pz EH YN 代数 
Mz 的 非 零 中 心 投影 , 所 以 有 Mz 的 非 零 交换 投影 g SPs SP, 
4 当然 也 是 Mz, 的 交换 投影 , 因此 。M, 一 Ma 是 《1) 型 的 。. 

由 于 交换 投影 是 有 限 的 ,因此 ，wz = 0, 

&n_=1—2—-%, BR M: = Mz, AFERA. WR P 
是 对; 的 非 堆 交换 投影 ,于 是 Q) Sz. RIX ME DB 
的 ， 事实 上 , 设 z 是 Mel) 的 非 零 中 心 投影 , 依 命题 5.8, P 
0, 注意 (PMP)e = sp(Mc(p))zp， 因 此 , z 包含 非 零 交 换 投 影 
zP. M MOE OMH. Sha MEX. <n, KS 
cGy) Sa AFA. Ait, M 不 包含 任何 非 零 的 交换 投影 , 即 M, 
是 《ID 型 的 。 
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此 外 ,由 于 2, 2s RAGE. HEM 6.1.6 的 证 明 , 可 殉 分 解 为 
(1), (ID, (Il) SASH AE AY. TER. 

EA 6.1.9 任何 YN 代数 可 唯一 分 解 为 

M = Mu@DMvOMuBMnOMs;, 

其 中 Mu 是 有 限 D BW, Ma 是 真 无 限 (1) 型 《也 必 是 半 有 
限 ), Ma Æ (IL) 型 的 , Mn (Ile) 型 的 (也 必 是 半 有 限 )。M; 是 
CD 型 的 。 特 别 地 ,因子 只 旦 上面 所 说 的 五 种 形态 . 

注 本 节 见 参考 文献 [15], [21], [55], [74]. 


$2. VN 代数 的 遍历 型 定理 


设 OC 是 Hilbert 空间 , 4* = hE BCS), pE Le 中 的 投 
影 ,并 且 Ph = AP, Oh 
MCh) = sup (CAE, EIEE POL, Ell = 1}, 
mpCh) = ink {ChE, EE E PE, El = 1}, 
Oph) R M,{h) 7, mh), 
BI Malh), mh) HUE APR POC MAK, BiB. OR 
P= 1, MCA)m(A), oA) SAI MCA), mh), OCA). 如 
RF 是 一 族 与 # 相 交换 的 投影 , 记 
ws(h) = sup {cap(h)|P FY. 
BYR G.251 ME CF 中 的 WN 代数 , Z= MOM’, a = 
hE M ， 则 存在 投影 z & Z 及 自 伴 西元 xse M ,使 得 


max fo, (+ (A+ uh), 


Or» (+ CA+ uhu) )} < = walh), . 


证 . 记 aCA) = (MC) + mG), WEE A = fade, 自 


FR e = eam, f = 1 一 2 都 是 M 的 投影 ， FHA Mh) < nf’), 
mh) enh), Me, i EREE 154, 有 对 的 中 心 投 影 =, 使 得 
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ez fez, fe’ Sez’, 

这 里 s' 二 1 一 REA M 的 部 分 等 距 元 ", w, 使 得 
v*v = ez, vvt = h S fz, w*w = fz’, 
ww* = e, S er, 

& u=v +t wtw" t O — esh fe O e), AF 

OF = (er DDG — 1A 
PDU De Oler — eE, 
TN u E M 的 自 伴 西元 。 今 证 明 u, z 满足 要 求 。 
由 于 
he => mh)es + nCh)fz 
= mlAjez + nai, + n(h)Cfz — fis 

依 * 的 定义 ， 

(uhu-*)z > mhh + nh)er + nhie — h) 
因此 ， 


= Ch + uu )2 > + (m(h) + nh) (fi + es) 
+ nh) fe — 1) > Fad) + ae. 
注意 


MCK) — A olh) = + M(h) + 3 m(a) 


1 1 er 
= 4 { may + E Gea) + my} 


= E oh) + aCA). 
从 而 
M (A) > Ch + uhu")s 
> (MG) — È dd) 2 
即 有 | 
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O, (+ Ch + uh) < <i woth), 


E . 
he! <a. n(hjez’ + MCA} 
= nh)e, + MBA)’ + nlh)Ceze’ — e), 
(uhu)z’ Salh + MCA)e 十 mez — eh 
所 以 ， 
mhe < > Ch + uh) 
< J (nA) + MONGE 十 < 
+ 区 hes 一 a) 魏 (alh) - 
re 3 pe 2 
+M) = ( ma) ot ®) 
从 而 ， l - 
1 eee ee 
on (5 Ch + uhu ») < j (C2), 
证 毕 。 
引 理 6.2.2 ih EN RAMAH, F EZ 一 MNM' 


的 相互 直 交 、 和 为 1 HRMS. WAZHA—-THE RRM 
为 1 的 投影 有 限 族 多 “ 及 对 ee 使 得 


og (+ Ch + whut) <3 = wg(h), 
证 , 设 F 一 fs EOS azi = 0, Yi S j, 


Man 
i=1 


对 每 个 在 Mi = Maj HRD hj = he; r= 6.2.1, PRA 
Mi 的 中 心 投影 cas ci 二 zi 一 cn， RM, 的 自 仁 西元 w;， 使 得 


TT} (4 Ch; + vihat) ) < A w,,(h), f=1,2, 
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um Diu, CEM 的 自 伴 西元 ,并 且 
ej, (+ (A+ pu- ) s = wr CA) 
< É wà), Wi, f 


青 命 F’ 一 {cill Sin, j=l, 2), WA 
oo (+ uhu™)) <> oCh), 
证 毕 . 
定义 6.2.3 WM 是 vN 代数 ,G 是 对 的 西元 全 体 : 记 © 为 
G 上 这 桩 的 非 负 函 数 f 的 全 体 , 除去 有 限 个 点 外 , f 恒 取 信 0、 并 
且 2H) =i, 


对 fee RaeM, Wa fra Dy ewer, 
Mf, FEE, 定义 Gg) = Date: ), 易 见 f * 8 


仍然 6 E， 并 且 对 任何 的 a€ M, Gen) - o=f-@-a), 
BIM 6.24 ik A* hE M, 6 之 0, 则 有 
jE, E z€Z=MNM, 
E Ily- — ell < e. 
证 。 依 引 理 6.2.1; 有 M RLRE 2, BLES, A 
osh: 1) <i oA), 


BF, =—{z,1—2}. SHARE: Ni, 有 Z 的 相互 直 交 、 和 和 
为 1 的 投影 有 限 族 Fj}, 及 fe &, 使 得 l 

l | wiCfi* a) <(2 y wh), 
WH AR A RAS 62.2, WRAZ 的 相互 直 交 、 和 为 工 的 
投影 有 限 族 Fin, Reet, HH 
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os; CE Gi- 4)) <- wz; Cfi A) 
< 3 jti 
(2) oh), 


Ai MTEAEBRA, BAZAARS. WMA 的 投影 有 限 
族 F , kE €, 使 得 


walte 4) < (2) (4), 


今 取 大 充分 大 ,使 得 (2)! oCh) 过 6， 对 任意 的 cE > 


1. = Ne * hye Gl, wu Cte x Ade =n tc || < ofr ° A), 于 是 ， 
Rf = fe z= Sac, a 


CO Fx 
lf: 4 — zl] = maxil(f - Ae — 2c] 
EFR 


< on (h: h) (2 u0) < e. 


WEHE, 
引 理 6.2.5 ik [atts an CM, e >0, WE 
fE €, & [zott za} CZ, 
使 得 f- a ale, 1<k<a, 
iE. 无妨 设 诸 ox 是 自 伴 的 , 当 * = 1 了 时 , 即 为 引 理 6.2.4。 13 
纳 设 对 # 已 成 立 . 
今 对 于 as*** ,arnn EM，, 先 取 Zitt ts EZ, Bfe €, 使 
得 f- ar —all<e, 1< 委 下 < 委 p。 对 元 fon, KSB 624, 
又 有 ge, & gat € Z, 使 得 lle: G+ on) 一 Zanll < s。 但 
当 1< 委 8&< 委 ”时 ,由 于 REZ, 
le + G- ar) — zell = lg - Cf + og — 21 
< llf - ag — zal < £. 
PrAn Wg *# f+ a —all<e, SRS, ER. 
， 引 理 6.2.6 w{a}CM, WalaicZ, 及 {hce 使 得 
life a — agi] ~ 0, WA, 
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证 。 依 引 理 6.2.5, We, VR EBC 及 zu€ Z, 使 得 
an 1 
Ign a zal < 2" 
对 g's gi as RIM gE, Bsn, mE Z, HS 
Ieg) ar — zall < k= 1,2 -y 
一 般 有 Ltt gr EC, kn É Z, 使 得 


Weak < 


D fa =g, "++ KZ, 由 于 zin€ Z, 因此 对 1 <kaan 
lfa ao — Zari = lant S Cte ` a, 一 Zeal 


I 
< Ife © ae 一 ziol 一 ro 


Milfs Wau ae—fecal<—L, 1<ken, 这 表明 对 每 个 
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k, {fa ae} 是 Cauchy 列 , 进 而 {zra} 也 是 Cauchy 列 。 设 sxy 一 
zE Z), WW ifn ae 一 zll -> 0, WR. 证 毕 . 

定理 6.2.7 iM ft wN RR, Z=—MNM', o€M, 记 

K(a) = {f° olfe E NZ, 

这 里 《… 了 表示 〈…】 依 范 数 的 闭 包 , 则 Kla) g. 

证 。 依 引 理 6.2.6。 对 ss， 有 ze 2Z 及 {fp joe, 使 得 

lfa ae — zl — 0. 

因此 ， K(a) Ø, 证 毕 。 

命题 6.2.8 沿用 定理 6.2.7 的 记号 , 则 : 

1) K (a, + a) CK(€a,) + Kla), Wa,,0,€ M3 

2) K(za)C2K (a), Vote M, 2€Z, 

证 . 1) 设 xs€K(a 十 o)， 则 对 任意 的 e > 0, AE’, 使 
得 此 "Ca, + a) 一 all <E, X {4 > ay, f° a} 使 用 引 理 6.2.6, 
WA €C, K zE K(f CKC), E144 

lg» Gra) azilla e, i= l, 2, 
但 le n Q: La + a)) — al] < lif - Ca + a) — z] <e, Bilt, 
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lz — Cx, 十 xl < 3s, BUDEBA K(a, + a) K(a,) + Ka). 
2) it cE K(sa)， 则 对 任意 的 & > 0, 有 fee, EE 
ilf - Cza) — ell ce, 
对 1. a, KEM 627, Bee, Bae KG-acKl(a), 使 得 
le G-a alee FE, 
lec, — ell < llall * F) - a) — cill] 
+ |e xf) + a) — zell 
< le: G+ Cea) — e)l + iell 
> ig > +e) ella e + la). 
即 说 明 天 (so)C 2K(e), TER, 
注 本 节 见 参 状 文献 【12],[211. 


53. 有限 的 YN 代数 


命题 6.3.4 1) vN RRM 是 有 限 的 , 当 且 仅 当 ,如 果 ve M ， 
FEA vote = 1, MY ve* = 1; 2) 1M BARRA VN RR, P,P 
分 别 是 M, M 的 投影 , 则 Mp, Me 都 是 有 限 的 ; 3) WEM = 
219M., 则 M 是 有 限 的 , 当 且 仅 当 ，M, EARB: V. 


证 。1) 由 vo* 也 是 投影 立 见 . 

2) 依 命题 6.1.3, ?是 有 限 投影 , Alt, Mp CHR. Si 
cP) BP EM 中 的 中 心 覆 盖 , 于 是 Me 与 Mc(t) 关 同 构 ， 当 
McC’) 是 有 限 的 ,因此 Mo 也 是 有 限 的 . 

3) 必要 性 由 2) 立 见 。 反 之 设 Mi 是 有 限 的 ,及 Mi 一 Ma 
Vi, WF rE MKR, E? ~ 1, 于 是 Pz, ~ z Wi, 但 2A 
BRAD. 因此 , ez, = zis Wi, A, P= 1, 89M 是 有 限 的 ， 证 毕 . 

命题 6.3.2 设 M 是 有 限 的 vN 代数 ， M WER P: ~ qi,? = 
12,88 PiS PPr qg Sgn M 

C: — P) ~ (a— a). 
证 。 依 定理 1.5.4， 有 M 的 中 心 投影 。， 使 得 
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CP, — P) SC — a5 
(a 一 al om e)s =x PCL = z), 
如 果 (pi 一 Pe ~ g(a 一 1)z， 则 
Piz = (Piz + (pi 一 各)z) ~ (qs + Bn, 
但 pz ~ 173» 因此 ， qaz a (gz + q) = G22 5 这 与 gz 是 有 有限 投 
WBF. Mil, a 一 ede ~ (a 一 gq1)z. 
(Pi— PC — 2) ~ (a — WG — 2), 
Aik, (2 — P) ~ (a 一 mu). TEx. 
下 面 , 对 有 限 的 YN 代数 MM 及 其 任意 元 a, 我 们 来 证 明 天 (a) 
(其 定义 见 定理 6.2.7) 只 包含 一 个 元 。 为 此 ， 器 要 作 一 些 准备 工 
TE. 
”定义 83.3 N RRM 上 的 正 泛 函 ? 称 为 迹 的 , 指 
plata) = plaa*), Vac M, 
这 时 对 任意 的 a€ M+ 及 M DEL”, 
pla) = KGCxas)* + (ua¥)) = pluau*). 
Alt, plab) = pla), Wa, bE M, 
引 理 634 PEM 上 的 正 泛 函 ， AAEM K, 使 得 对 M 
的 任意 等 价 的 投影 P34, 8 ple) = Keg), N) 
pla*a) S Kp(aa*), Vac M. 
证 . ik «e€M, H fall <1, Oe 
` a*a =Í Ade, = TOH ipp, 


iel 


这 里 p= Ci et, licen, MF a 二 uh 是 # 的 极 分 解 ， 


则 PO <u* as Yn, i, 由 于 


aa* = ua*au* = im J) 4 一 Pn a 
9 fet k 
以 及 Cup™) * Cup) — pm, Cup upi)" a upu", 于 是 
plata) = lim 2 二 pli”) 
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# 
< K tim >) = pup u") 
“a 


== Kelaa*), 
TEE. 
E 6.3.5 HPEM LES M.D) CER HERA, HM 
的 任意 等 价 的 投影 p, g, 有 ple) = plg). 
引 理 6.3.6 设 M 是 有 限 的 vwN 代数 ,PP 是 M OFFER, 
是 正 整 数 , 则 存在 M 的 非 零 投 影 o, K Mo 一 对 上 忠实 的 正规 
AR p 使 得 


Po SP, plata) S a + L plaat), Ya € Mo, 
\ n 


证 。 任 意 取 M, LWES 4, te pl) 一 JPxP), Ve EM, 
RPE M LERS, 并 且 其 支持 (p)ar. A RPS 
虑 问题 ,可 以 认为 xp) = p, BM, 上 有 忠实 的 正规 态 9。 

如 果 对 于 My 的 任意 等 价 投 影 gu a, BPC) = on), RR 
6.35, K p= p, har, WEB R. ER. Zorn 辅 理 ,在 
M, DHEMEARMWRERAR ic}, (hh, E8 

er~ ts e) > oO), Y 
记 a = De — Dit HU pes) > Cf). EE. A EP. 由 


Fa~hs Ke 6.3.2, CP a. e) A (Pp a h)> 因此 ，c: BP, 由 
FPR ter}, Ui} 的 极 大 性 ,对 任意 的 等 价 投 影 。, fo 如 果 
e LP es f SP hy, 
MW po <a), 命 
rd fal # > 0， 对 任意 等 价 的 投影 =。 j， HE 上 
cp— 0, fSP—f, A ele) < ppl) 

BA msl, 我 们 说 0 < ql? 一 60) 所 jm， 事实 上 ,如果 gp 一 
e) >m, WE ps p Su ol e), EARTHEN SAI 
Ee, fs 并 且 < 所 Pp 一 0 SP h A ple) S upg). 特别 ， 
P ~ e) < aple — h) < pO? — exp? — fi). BER Pe 一 
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fAj<l, 7A. 因此 ， 0< plp — ee) Se, 
MERE > 0, 使 得 0 < Cu — 8) L1H 上 上 .依照 pw 的 


定义 , 必 存 在 等 价 的 投影 crs hs HE e S&P enh SP h E 
得 ple) > (pw 一 sp(h)， 自 然 e h HIS. SREE 存 
在 等 价 的 非 零 投影 osf aS en, h Sh EARNER SIB 
Be, fj, HH ea, Shs A ee) 之 《jw e) BE 
上 ,如 果 这 样 的 ess h 不 存在 ,特别 e h RRA es fo A 
此 有 等 价 的 投影 ce, fo e Ser fE hs 而 ple) < (pm — edel). 
继而 e 一 es fh —f 也 不 能 是 这 样 的 £35 fs 又 有 : + fk Zorn 畏 


理 , 可 写 e 一 D> Pers h= DOr» e~ feo 并且 


ple) < Ce — eP), Vt. 
由 于 PEM. 因此 ， ple) < (m — Eh), Ba. h 的 
性 质 相 矛盾 ， 所 以 ,所 要 求 的 “六 VEE. 
设 vEM,, vv 一 cy，vv* =f, #fr 
Oe) = poxu), Wee fM iss 
AF PEM, 上 是 忠实 的 ,因此 , of) = ple) > 0. mE r, gÈ 
LM fs 的 等 价 投影 ,由 于 (v*g)*(z*g) =q, 因此 在 Mp Py r~ 
q ~ V9， HH v*qv Sen Ress fs BOGE Am 的 定义 。 
Co — 8) Cr) S gle*gv) S poplr). 
特别 地 ，(pm 一 Epl) S plo*re) < poplr)， 从 而 ， 
lq) < apr) < —*— g(r) 
Hh E 


<(1+ +) (+), 


ft P= hP), K 
pole) = AAYE), YrE Mo = Mo, 
RA p 是 Mo 上 的 正规 态 ,如果 zé Mop, 使 得 qolr**) 一 0， 由 于 
PEM, 上 是 记 实 的 ,因此 , xy = 0。 从 而 ,z+ = xf, = xvv* = 0, 
Bo Æ M, FESS. HMA, WM, 的 任何 等 价 投 影 
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Pa ĝa 有 
plg) S (1 + ao), 
于 是 依 引 理 6.3.4, gr(ata) <(1 + +) Plaat), Vae My, iE 


毕 . . 
SIM 6.3.7 设 M 是 有 限 的 vN 代数 ， 则 对 任何 的 正 整 数 s, 
有 对 上 的 正规 态 dn, 使 得 


palat) (1 4 +) bdee, VrEM, 


和 证。 依 引 理 6.3.6, 有 M OIESRE Ppp， 及 Mp, 上 忠实 的 正 
A qv, 使 得 


la" a<(i + +) aot), Ya M po. 


设 {p;,* “ns pnt 是 M 的 相互 直 交 的 投影 极 大 族 ， 使 得 Pi ~ Pos 
l<i<cm GERM 是 有 限 的 ， 因此 ， mw 必 有 限 )， 依 定理 1.5.4, 
有 对 的 中 心 投影 z, 使 得 


= > pi) S Pots 
na) s(1- Dr) 
由 于 {pj} HOA, Por A 0, 


设 oF; = poz, vo? = piz, SiS m, Dattu S Pots 而 
Pma = {1 = > Pi) Zy 
` F 
并 命 l 
m+1 
Pals) = >) pr(vtze;), Wee M, 
j=l 
于 是 对 任意 的 rEM, 
mtl mt+1 
Portx) 一 >) orn) = Di Plorsr ver) 
i i=j i,m 
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< (1 =e +) 之 polož rv; x i) 
和 党: (1 PE 1)5 pol vf rxv) 
= (1 + L) palaz") A 


UE Shs p(t) 之 mqpolpoz), 但 pp Mp, LE REN, AK. 
Gall) > 0, fit PC) = poll) pC 即 满足 要 求 ， 证 毕 . 
定理 6.3.8 设 M 是 有 限 的 vN RR, WER aE Ms 
Kla) 包含 且 仅 包含 一 个 元 ,这 里 Ke) 的 定义 见 定理 6.2.7.。 
证 。 依 命题 6.2.8， l 
Kla 十 a} CK Ca,) + Kla), Yas aE M, 


i EH a > 0, 及 lal <+ 
设 若 c1,c2& K(a), Boies 将 en 自然 fis 220, 及 fe, 一 
call Ssi BA Ci 一 fa 一 人 Hazan, 这 里 za 是 M 的 中 心 投影 ， 


Ve. HF ci = ci WHEL > 0, 使 得 x- 兰 0 或 者 《1 一 zx) 天 
0， 相 应 命 xz 二 z_， 或 者 《1 一 xz), Wl 
oat eye tas 或 者 clz S cz + dz, 
无 妨 就 cig > nz 十 4z HSB. RTF Mz, cz er, HH cuz, 
cz € K(ez), AETI «= 1, 
取 引 理 6.3. 7 的 对 于 M 的 任意 西元 x。 


bau an) = bal Catu) (3s)) < (1 + È) dala), 

Hala) = PCU (abut) < (1 +T) dautan), 
Abst FER fee © (EX 6.2.3), -> 

bah a) < (1+ E) ga) <(1 + Yale a), 


HM fas 8, E ©, 使 得 fee a -> Ciy Be" UY brs Ty 
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bled <(1+2) dlo. 
另 一 方面 ， as ¢; +4, Aik 
dhe) tA Lla) <(1+4 Yeste. 


当 充分 大 时 ， 与 1 > 0 粗 了 矛盾。 Wit, KO) 包含 且 仅 包 一 个 
ac. WE, 

注 。 在 4$4 末 ,我 们 将 证 上 明 : 如 果 对 于 VN 代数 对 的 任意 元 
sy Kla) 公 包 含 一 个 元 , 则 对 必 是 有 限 的 . 

_ 下 面 用 正规 迹 态 来 描述 有 限 vN 代数 的 特征 。 

引 理 6.3.9 ” 设 M 是 有 限 的 vyN 代数 , 则 在 M 上 至 少 有 一 个 
ERMA. 

证 . 设 T 是 M 到 Z 的 映 象 ,使 得 Kla) = {T(a)}, VaeM, 
又 取 风 为 引 理 6.3.7 的 办, 并 命 

pla) 一 以 T(a))， Woe M, 
依 命题 6.2.8, 工 是 线性 的 ， 依 K(. ) 的 定义 ， 
TO) =1, T(M,)CZ,, 
Ait rE M LAA. NM 的 任意 西元 x, BR 
Kutza) = K(x), 

Hh, TC) = TCw*xw)。 进 而 了 Cxy) = TOYx), We, EM, BT 
以 ,9 也 是 迹 的 ， 

SRIEP IEMA. Hib} EM, WARP, 6 
sup bis $ a=b bE Ms, M a Ceno, 我们 需要 证 明 
plo) 一 0。 对 任意 的 s > 0， 由 于 中 是 正规 的 ， 因 此 有 h, 使 得 

O< da) < eE, YES h. 
SH HEC, EE 以 .ao TDi s BFO ESE 6.3.7 的 
dy, AERA ! 之 hs 
0 < pa) = pT Efi a2) +8 
= ee felu yplu* ais) + 8 
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<2 Fjalla) + e< 38, 
因此 ， gla) 一 d. TER. 
EA 63.10 vN 代数 对 是 有 限 的 ,必须 且 只 须 , EM LE 
在 正规 迹 态 的 完全 集 , 即 对 M 的 任意 非 零 正 元 a， 有 二 的 正规 
DEA p, 使 得 ple) > 0, 
证 。 设 M 是 有 限 的 , 取 引 理 6.3.9 Me, 其 支持 Cp) 一 xz 是 
对 的 非 零 中 心 投影 , 限于 Me, PEEKE. MO 一 *)》 也 是 有 限 
的 ,又 可 施用 引 理 6.3.9，…， 依 Zorn BLAM EAE MRR 
{or}, #8 G) 是 相互 直 交 ,和 为 工 的 中 心 投影 族 。 易 见 le} 
是 完全 的 . 
反之 , 设 多 是 M 上 正规 迹 态 的 完全 集 ， 如 果 we M ， 使 得 
w*w=1, ww* =p, FRM pe 7, ; 
Pl — p) = pl w*w) — plww*) = 0, 
因此 , ep=1, BM 是 有 限 的 ， 证 毕 , 
FERRAR YN 代数 的 另 一 个 特征 
引 理 6.3.11 ek vN RAM 的 投影 rE M ,使 得 : 
vty = p, ve*® Sp, 


Ga 人 7 一 1，2: qe = Ps 
s = Ga — Gans 7 = 9,1, 2, 


则 {eo} 是 M 的 相互 直 交 旦 等 价 的 非 零 投影 列 ,并 且 了 


W. HF g< pP, 因此 ,pv =v, Mit, oe =p Val, 
因而 9。 均 是 投影 。 由 于 gagot oe M, 
PS> ee 


由 此 ， én Lem, Wn œ M, 及 co 


OF na = pqa, n = D; 1, 2, oe, W 
(CA Ti hair) * (te za uny) = Cns 
Citn =F tras ey Unt )* = nti 


因此 ， Cm ~ Cut Wn = 0, 此 外 ， fo = pO— vr* 2g 0. 证 毕 ， 
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定理 6.3.12 NRM ZAIN BMRA, * eR M 
的 有 界 球 中 是 强 算 子 连续 的 ，. 
证 ， 设 M 是 有 限 的 , WER 6.310, M 上 有 正规 迹 态 的 完全 


EF, 设 网 {ziCM，1e <1, Vi, 及 x50, 于 是 对 


任意 的 a。 EM 及 gt Fr, 
Lela) = llata), < tallplxtz,) > 0, 


RANEH (LeleeM, pe 9 ] 在 Me 中 是 稠 的 ， 再 由 lels 


1 (VD, 可见 net Mo, a 2p B20, 设 若 bE M ,使 得 


Lelb)=0, VaeM, pE IF. FH, ， 96) = 0, PEF, 
依 多 的 完全 性 ,一 0。 

RZ, wx BRE M 的 有 界 球 中 是 强 算 子 连续 的 . AM 不 
是 有 限 的 ， 则 有 ve My ote = 1, 而 vov* 1， 依 引 理 6.3.11， 


AM WEAR SHWE le}, Bee 0, 设 


强 算 子 | 
wE M, fH wiw, 一 en, wwe =e AR yO, wl 


1， 依 假定 wt eo, Ait e 一 wet eo, KS 0 相 


矛盾 。 ALM 是 有 限 的 。 证 毕 

在 引 理 6.3.9 的 证 明 中 ,我们 管 经 定义 有 限 YN 代数 到 其 中 心 
上 的 映 象 T， 今 进一步 研究 的 性 质 . S 

定义 6.3.13 ik M 是 有 限 的 WN 代数 , MB] Z=MAM 
上 的 映 象 7 使 得 {TCe)} = Kla), Vee M, WAM 上 ) 中 心 
信 的 迹 | | 
命题 6.3.14 it M 是 有 限 的 VN RK. TM > Z= MOM. 
FEU BUDE WY 

1) TH M 到 Z 上 范 数 为 1 且 crc 连续 的 投影 映 象 ， 特 别 
Tla) > 0, Wa M; T( 20) = zT(a), vaegM，zEZ T{a)*- 
Tla) < Taa), Yace M; 

2) T(ab) = Téa), Va, bE M; 

3) T(e*e) = 0, ARH, a = 0; 
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4) {9 TCD EM 上 的 正规 态 } 是 M LIER MARES 
Æ; 
T(q). 
W. DORE e-e 连续 性 ) 与 2) BBM. 
今 设 ?是 M 上 的 正规 态 , 我 们 来 证 明 TC) 也 是 正规 的 
(从 而 必 是 正规 迹 态 ) ,由 此 立 见 了 是 -o 连续 的 ， 设 {a1} E Me 
的 有 界 递增 网 ,a = SUP a7, 需要 证 明 p(T(e)) = sup p(T (ar), 
IBAT Ca} 是 Za 的 有 界 递增 网 , 依 9 的 正规 性 归结 为 要 证 
O Ta) = sup Ta). 
自然 T(e) > supT(o), ARRS, MEA M WEERLE 
x RER 1, 使 得 
eT (oe) > z sup Tla) + iz, 


设 多 是 M 上 正规 迹 态 的 完全 集 ， 对 任意 的 g > 0 及 1,. ai 
hee, 使 得 Ilf: - (a 一 a))z 一 T(Ca 一 a)z) < ‘6, 于 是 对 任意 
的 Per, o. 
Ie T (Ca 一 a:)z))} S We > (a — anz)l +a & 
< Bry filed loCuCa —. ar)su* )| + E, 
= |La = ar)z)| +E, 
但 由 是 正规 的 ,因此 ， 
b(T(a =: a:)z) +0, PEF, 
BU (T(a)z) = limp T(a:)e) = da sup T(a,)),VbE.F , A 
FG, HT(a)z) > Ha sup TEar)) + Ie), WEF, 所 以 ， 
$G) =0, Whe F, X5 x0 HFA. A, | 
T(a) = sup F(a) | 
3) 设 9 = {ae MITU" a) = 0}, 易 见 SEM A * WHE 
W., HE TE o-o 连续 的 ,因此 ,3 是 必 M Ma) A. Kher 
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1.7.1, 有 MM 的 中 心 投影 *， 使 得 9 一 Ms, il, 
z= T(x) = T(z*z:)= 0, 
所 以 , 9 = {0}. 
4) 如 果 ee M+， 使 得 对 M 上 任意 的 正规 态 ?、 有 
9(TCo)) 一 0。 
于 是 T(a) 一 0， 依 3), a= 0, 
5) WE -P~ pg, 依 2) TOS TD STU). RZ 
设 TO) <T). 依 定理 1.5.4, AM 的 中 心 投影 z, 使 得 
beSqz, Fl — z) SPU. —2z) 
HEZA (1 一 x)T(p) 一 《1 一 z)T(g)。 如 果 
ql —z) ~ p SPC ez), 
W TEO — z) 一 如) = 0, R3), PA z) =r, W 
qQ — z) ~ pU — z). 
因此 , ? 5q. 证 毕 , 
现在 讨论 o- 有 限 的 有 限 vN 代数 ， 
命题 6.3.15 设 M 是 vN 代数 , 则 下 列 是 等 价 的 : 
1) M 是 -有 限 的 ,并 且 是 有 限 的 ; 
2) M 是 有 限 的 ，Z 一 MOM’ 是 o- 有 限 的 ; 
3) M 上 有 忠实 的 正规 迹 态 . 
证 。 由 定理 6.3.10 及 命题 1.14.2，3) 蕴含 1)。1 7) 蔓 含 2) 是 
显然 的 。 今 设 2) 成 立 , 于 是 Z 上 有 忠实 的 正规 态 +, > 
pla) = f(T(a)), Voe M. 
出 命题 6.3.14 ,9 将 是 M 上 忠实 的 正规 迹 态 。 证 毕 ， 
命题 6.3.16 设 M 是 有 限 的 YN 代数 , 则 M 可 以 分 解 为 o- 
有 限 的 有 限 WN 代数 的 直 和 . 特别 地 ， 有 限 的 因子 必 是 -AR 
的 . 
证 。 在 定理 6.3.10 的 证 明 中 ， 已 指出 MM LAER DS k 
{qr}， 使 得 Ge) 为 相互 直 交 且 和 为 1 的 中 心 投影 族 ， 命 
M= D OMi, Mi= Ma 
i 
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Kar BA 6.3.15, M; 是 -有 限 且 有 限 的 , VI， 证 毕 。 
= 本 节 见 参考 文责 [12]; [52]; [91]; [97]. 


$ 4. 真 无 限 的 vN 代数 


命题 64.1 设 M = DOM, WM 是 真 无 限 的 , 当 且 仅 当 ， 
t 


每 个 Mi 都 是 真光 限 的 ， 

证 ， 必 要 性 显然 ， 反 之 设 每 个 M 一 Mz, 部 是 真 无 限 的 ,而 
z 是 M 的 有 限 中 心 投 影 , 则 ez. © M: 的 有 限 中 心 投影 ,因此 ， 
zz 一 0, Y, R zs 二 0, WE. 

GE 64.2 vN 代数 M ERIR MENA, M 上 没有 正 
W, EPH M 上 的 正规 迹 态 ， 则 Cp) BM 的 非 零 中 心 投 
影 , 且 依 命题 6.3.15, Mp) 是 有 限 的 ; 即 M ARERR. 

反之 如 果 对 不 是 真 无 限 的 ,于 是 有 非 零 中 心 投影 z, 使 得 Ms 
RAR. Mz 上 至 少 有 一 个 正规 迹 态 上 令 pg(*) = o-z), N 
PEM 上 的 正规 迹 态 。 TER . 

命题 6.4.3 HRM 是 真 无 限 的 vyN 代数 , 则 在 M 的 有 界 球 
中 , 运算 不 能 是 强 算 子 连续 的 . 

WER 6.3.12 立 见 . 

定理 6.4.4 ZM 是 yN 代数 , 则 下 列 是 等 价 的 : 

1) M BRERA: 

2) 存在 M 的 相互 直 交 的 投影 无 穷 列 {8,}, 使 得 


Fp,=1, Pa~ l, Wns 
3) 存在 M 的 投影 P, 使 得 p~ CP)~1 O y 
证 。 2) 推导 3); 取 ?= >) Pan 即 可 。 
n=0 


3) HEL: Ree M 的 任意 非 零 中 心 投影 , 则 pz ~ (1 一 
a B75 


p)s ~ sx。 于 是 不 可 能 是 有 跟 的 , 即 M BAAD, 
1) gi 2); 投影 1 是 无 限 的 ,因此 有 ve M, 使 得 oto = 1, 
ve* = 1, 
Gn = 070", Cn = Ga — Gaps B= 0, 1， 2 
依 引 理 6.3.11, {e} 相互 直 交 ,等 价 且 非 零 . 由 Zorn aa, 可 以 构 
造 相 互 真 交 且 等 价 的 投影 极 大 族 {ale A}, HAE A Lee}. 


记 一 1 一 Die, 依 定理 1.5.4, 有 M 的 中 心 投影 :, 使 得 
Ps 5 eoz, eft ~ 2) S PCL — z), 
由 于 族 (0) 的 极 大 性 ，z 关 0, FA 是 无 穷 的 主 是 可 写 
A= Ú A 


fod 


二 Vi œj. ir 


tri = pet Des r= Der C125 


IEA FE AY 


BU rirj—= 0, Vij, ~~ vow as Rem Dini 由 


于 MK 一 s) 仍然 是 真 无 限 的 ， 同 样 的 手续 又 可 施 于 MO- 
a), (R Zorn 畏 理 ,可 见 存 在 M 的 相互 直 交 .和 为 1 的 非 零 中 
心 投影 族 {z}、 使 得 对 每 个 指标 *。 有 投影 的 无 穷 列 (role 
2; ++}, 使 得 
Peal im =0, Vn X mM, 5 Fin = Ris 
Faw Fa see Bie | | : 
Soft [p= D role 一 1, 2, +++} 即 满足 要 求证 毕 . 


现在 利用 定理 6.4.4, 证 明 关 于 有 限 投影 的 一 个 性 质 
”命题 6.4.5 BE p, 9 是 vN 代数 M 的 有 限 投影 , 则 sup {2, g} 
BEARER. 

证 。 无 妨 设 sup{e,g} 一 1， 依 命题 1.5.2， 

1—p)~ (q — inf{p, 4)) <4, 
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Ak, (Q—¢) CEAR. WE M HERR EAE HOR 
# ez, 使 得 Mz AER. HEM Pz。 gz 是 有 限 的 :并 且 

sup {pz, qz} = 2,- 
因此 又 可 设 M 是 真 无 限 的 . 

REM 6.4.4.、 可 写 ve re(l—r)~ 
1。 依 命题 1.5.5， 有 中 心 投 影 a, 使 得 

reSpz, Qr) az) sapa a . 

HF pz, 《1 一 2)(1 2) 者 是 有 限 的 , 从 而 z~ rz, RO~ 
z)~ (1— +?)(1 一 z) 是 有 限 的 。 这 与 M KAREPE. i. 
作为 本 节 的 结束 ,我 们 来 证 明定 理 6.3.8 下 面 的 注 ; 即 . 

命题 6.4.6 车 对 YN 代数 M WERT a Ka) 仅 包 念 一 
个 元 ,; 则 M 是 有 限 的 。 

证 。 如 果 有 M 的 非 零 中 心 投影 z, 使 得 Mz 是 真 元 限 的 :, 依 
定理 6.4.4, 有 M WORE p<z, 人 于 是 有 
u, vEMse, i 

utu == VY = z, uu? = p, vet =g — p 
可 定义 ©: M —>Z=MNM', 使 得 Kla) = {P(a)}. RKC ) 
的 定义 ,有 Plab) = Pha), Wa, hbEM, TE: ， 
z= P(e) = O(p) = Pz — p). 
从 而 ， 22 一 20 (e) = 省 (p) + De — p) = 0l) 一 xs 即 z= 0, 
FE. Bit. MBAR. TE, 
注 本 节 见 参考 文献 [121]，[55]。 


§ 5. 半 有 限 的 YN 代数 


定义 65.1 i ME VN 代数 ，9: M+ 一 [0, 十 co] 称 为 迹 ， 
指 对 任意 的 c, bE Mar EM ERB ASO, 有 :| 
pla + b) = pa) + pd), pCa) = rqfe), 
plx*x) = p(xx*) 
这 里 规定 0. + co 一 0。 
“2776 


迹 9 称 为 忠实 的 , 指 如 果 se Ma, 使 得 pCa) 一 0， 则 一 


迹 P 称 为 半 有 限 的 ， 指 对 任意 的 0 关 Mi, YH ISDS 
a, 使 得 Gb) < co。 

迹 ? 称 为 正规 的 , 指 对 M ,的 任意 有 界 递 增 网 (a:}， 有 

plsup a) = sup PCa), 

命题 .5.2 设 中 是 M+ 上 的 迹 , 令 

N = {x6 Ml px*x) < co}, 

DM = W = [ryje, ye NP 
则 02, paani 的 # 双 侧 理 想 , 并 且 

= [PD] = {xy|x, YENY], 
= = {at M,|pla) < œ} © 
这 里 M, = MYM, PBA —-T RA M ere, 仍 
Wl p, 则 
pl ab) = pba), Wate ML, LEM, 或 者 a, FER, 
此 外 , 迹 的 条 件 plx*x) = plax* (Vee M) 等 价 于 
gla) = plu*an) 

(VaeM, Ke BM 的 西元 ). 

证 。 BARN RMA * 双 侧 理想 ,从 而 M 亦 然 。 如 果 at Mis 
g(a) < 0, 则 ate Nae My KS a— se My, RB 
xin ER, 由 被 化 公式 

4x9, = (x; + y) C + y) — Cx; — 91) * C1 — y) 
— iQ; + iyi) CG + iy) 
+ Ce; — iy)" Cri — £93), 


= ome (a + a*}) < 一 《zi + y) C 十 Vide 
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Pra. pa) < w, MM, = {a€ Milla) < oo}, 极 北 公式 也 
BHM = [M]. SH EM, 极 分 解 x = uh, Si 
= wu*r € My, 

于 是 , AER X r= uht- at, RH, M= {x71x, ye NM, 

由 于 M= (MJ, 9 可 以 唯一 扩张 为 M 上 的 线性 泛 函 。 如 
果 ce Uy, # 是 MM 的 西元 ,; 则 gwou*) = p(Cuak)* - (uat)) 一 
pla), sid pla) = plwau*), Vee, VM 是 双 侧 理想 :所 以 ， 
plua) = plan), Wae M. 从 而 ples) = p(ba}, Yac M, bE M, 
. a, DE mkt sh 0b MRA patr) = p(xx*) (Yr€, M), 

见 p(ab) = pha), 

最 后 ,如 果 9 是 迹 , 自 然 有 一 p(u*au), Wa€ Mi, oa 
MM 的 西元 。 有 反之, 设 8: M+ 一 [0, 十 0] 满 足 加 性 及 正章 性 ,及 

pla) = eee Vae My, 
u 是 M MH. AREL N, M, APMIEARALBER. 设 
x€ M ， 极 分 解 r= wh, OR r*re DL, M 
xx* = w(x"x)w* € My, 

次 此 可 见 plr*r) < 00, HRH p(xx*) < co。 限于 两 者 均 有 
限 , 则 

plex") = plwla*r)w*) = pwtwx*er)) = plr*x) 
因此 ,9 是 迹 。 证 毕 ， 

命题 6.5.3 RoE M, EWEN, M 是 ?定义 的 理想 ， W. 
WHER c€ M, pla-JEMy. 

iE, EA acM, her 65.2, pla) = plat > at), 又 
PREMRL, plat- ate My. EH. 

命题 6.5.4 oE M, LRA EFANS, ERM, 

MEM pE o(M, M,) KS ME O ELDE 

itih ROR e BOK APR UR. PFE M 的 投影 ， wij P = sup {gia 是 

MOE » qS, A oq) < &}, 
A. Ue EAI ME M oM, My) WE RIDE M 

的 o- 闭 * 双 例 理想 . 于 是 有 M 的 中 心 投影 z, ERM = Mx。 如 
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R 1- * 关 0， 由 于 mp 是 半 有 限 的 ,因此 有 0 关 a 委 1 一 zw， 使 得 
pla) < co， 从 而 o€M,CMz, FR. 因此 一 1， 即 焉 在 对 
中 是 o(M, Ma) AR. 

Rv ik MEM Ht (M, Ms) A Kee 1.7.2, 对 任意 的 
OS cM, AM, 的 递增 爽 (a1}, WE a = sup ar, A: 充分 


大 ,0 至 os 委 a, 且 pla) <c， 即 说 明 9 是 半 有 限 的 。 

SR p 是 半 有 限 的 ,如 是 M 的 授 影 . 如 果 e = sup {gjg 是 对 
的 投影 ，4 <P, p) < oo} 竺 p， 依 的 半 有 限 性 ,又 将 有 M 的 
非 零 投影 g.<P—e, Egla) < co。 这 与 e MENA. 
证 毕 . 

命题 6.5.5 PEM, EERE, N] z= sup (P|? Æ M 的 投 
影 , 且 op) = 0} 是 中 心 投影 ;并且 {x E M|plr*r) = OF = Mz, 
及 plM — 2) 是 忠实 的 。- 

证 ， 依 命题 1.5.2，(sup {2,4} 一 2) ~ Ca 一 inf {p, qY), B 
JE, p(sup {?, 9}) + pGnf {2, 4}) = ple) + pla). 由 此 ,如 果 
pler) = p(q) = 0, 则 pGsup {P, 4}) = 0, Bll 


{PIP 是 MM MHH.A g) = 0}. 


依 投影 的 包含 关系 是 递增 网 。 由 于 CREM Ait, p(s) 一 0， 
I> ži M MERAT «, 易 见 utzu = z, Ah, z AMM 
最 然 pl Miz = 090, 又 车 0 4 a€E Mt(l z}, 必 有 正 数 rE 
EERE f, E oS le, Alt, pla) > 0, WE M0 一 z) 
上 ,外 是 忠实 的 。 Hi, Mz = {r€ MlpG*r) = 0}. EE, 

定义 65.6 Krk vN 代数 M 正 部 分 上 的 正规 迹 、 称 命题 
6.5.5 中 的 《1 一 zx) 为 PF 的 支持 , 记 作 Co). 

现在 讨论 半 有 限 vN 代数 的 特征 与 性 质 。 

命题 65.7 YN 代数 M 是 半 有 限 的 , 当 且 仅 当 ,在 M, 上 有 
B 

证 。 设 对 BARA, TE M 于 少 有 一 个 非 夫 的 有 限 投影 
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P, Rie} M 的 相互 直 交 的 投影 极 大 族 , 使 得 Pi ~ b, Yi。 依 
定理 1.5.4, 有 M 的 中 心 投 影 x, 使 得 


Pz S Pz, PCL — z) Sb(l — z), 
这 里 加 二 1 一 do. BFR {如 } 是 极 大 的 ,因此 , pz = 0, 


& vře = be, viet = Piz, Vi, 及 vot = Poz, voro < Pz, 
Heke Mpa LOEWS Gr 


pLa) 一 Di eltar) + plodari), Wal (Me), 


由 于 D owt t+ net 一 = 及 OEM, 上 的 正规 迹 坊 ,因此 ,由 是 


(Mz), FERH. RAMBO EMA Ms 的 理想 , 显然 Piz 及 
Pia Eis X Di Piz + Pes = a, Ak, M 在 Mz pE oA, 


ne ea. WR 0 ae Ma, 则 至 少 有 一 个 指标 I, EB 
ari œ 0, 或 者 anz), Mp 是 有 限 的 , 依 定理 6.3.10, 有 Mps E 
的 正规 迹 态 p, 使 得 plofotar,) +0, RA 中 (va*avo) = 0, 区 
此 ,%(a*a) a 0。 这 说 明 (Mz), 上 存在 半 有 限 正 规 迹 的 完全 集 。 

M(1 一 z) 也 是 半 有 限 ,又 可 施用 同样 的 手续 。 再 依 Zon $ 
理 , 可 见 M+ 上 存在 半 有 限 正 规 迹 的 完全 集 。. 

反之 , 设 M+ 上 有 半 有 痕 正规 迹 的 完全 集 . 如 果 * M 的 非 

零 纯 无 跟 的 中 心 投影 ， 于 是 有 M, 上 的 半 有 限 正规 迹 由 ， 使 得 
D(z) >>0、 依 命题 5.5.4, 有 M HRB? <2, 而 0 < pp) 之 co， 
XHAM, LA ERAGE , 依 命题 64.2，M， REAM, 这 与 
Paz Rs meer ig. A. M 是 半 有 限 的 .: 证 毕 。 

EM 6.5.8 vN 代数 对 是 半 有 限 的 :必须 昌 只 须 ， Ma LF 
在 忠实 的 半 有 限 正 规 迹 . 

证 。 充 分 性 由 命题 6.5.7 立 见 ， 今 设 M 是 半 有 限 的 ,由 Zorn 
辅 理 可 构 作 M+ 上 半 有 限 正 规 迹 族 iph HE {sqy)} RA 


ZEMA. Ei p= D pi 即 满足 要 求 。 证 毕 。 
i 
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注 ， 设 9 是 M, 上 忠实 的 半 有 限 正规 迹 , 用 GNS 构造 ,可 以 
产生 M 忠实 的 w*- 表 示 。 事 实 上 , 设 RM, 顷 如 命题 5.5.2, ENE 
ELR, y) 一 p*r) 一 p(xy*), 依 此 完备 化 得 到 Hilbert 空 
He, idx x, ORB, PARA EM a € M, EM 

mgla)ty = Caxdy, WrEN, 
BE xeKa)》 可 唯一 扩张 为 OO, 中 的 有 界 算 于 , 仍 记 以 ao), 于 
是 得 到 M 的 表示 irp Kej MHRae M, Erla) = 0, 则 
ax = 0，Yr ENR 又 MEN 在 M 中 是 o- 稠 的, 因此， o—0, R 
me 是 忠实 的 。 此 外 ， 如 果 网 {ojCM, lal <1(V/), B or0， 
则 对 任意 的 +, yEN, Keir H 6.5.3， 
(mela: )tgs Yp = P*a) = plxy*a) 0 

因此 x, 也 是 M 的 -表示 。 

命题 6.5.9 1, 设 M BY ARI, P,P 分 别 是 M, M' 的 投 
影 , 则 Mes M? 也 是 半 有 限 的 ; 

2, 设 M= DOM, 则 M 是 举 有 限 的 , 当 且 仅 当 , 每 个 M1 


i i : 
1, RPE M, ESSA RESE N Pl( Me). 也 
RE Me 是 半 有 限 的 。 此 外 ， Mp% 
构 于 Mig), 这 里 (P) 是 如 在 对 中 的 中 心 覆盖 ,因此 ,My 也 
是 半 有 限 的 ，2) 是 显然 的 ， 证 毕 。 i 
. ÆA 6.5.10 i2 M EN 代数 , 则 下 列 是 等 价 的 : 
1) M 是 半 有 限 的 ; 


2) 存在 M 的 相互 直 交 的 有 限 投影 族 {Pi}, 使 得 be =l; 
3) 存在 M 的 有 限 投 影 递增 网 {a}, du sup g = l 


4) 存在 M WARRE r, 使 得 c(p) = 1, 
BRISA 2), MR ?一 1 一 2 pi O, HE My DRE 
i 
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兴 有 限 的 ,因此 必 有 非 零 的 有 限 投影 9 <P. BR oh = 0, VI, 这 
与 {p} 的 极 大 性 相 矛 慎 。 所 以 ， p, 一 1. 


2) 推导 3): 依 命题 6.4.5 立 见 . 

3) 推导 1): 如 果 = 是 对 的 非 零 由 心 投影 ， 则 有 指标 使 得 
z4 兰 0。 于 是 a(S 2) 是 有 限 投影 ,这 说 明 z 不 能 是 纯 无 限 的 . 

4) 推导 1): 设 z 是 M 的 非 零 中 心 投 影 , 依 命题 1.5.8, P © 
0。 因 此 = 包含 非 零 有 限 投影 zp, 不 能 是 纯 无 限 的 ， 从 而 M 是 半 
有 限 的 . 

1) 推导 4): 依 Zorn 辅 理 , 构 作 有 限 投 影 的 极 大 族 {P} ， 使 
得 eP) cr) = 0, WT, SP = >) Pi, 我 们 说 也 是 有 


PRR. RRL RRR r<p, r~ 了， 则 对 任意 指标 i， 
re(P;) ~ PelPi) = Pr, re(p) SPP) = Pis 
iE p, ARR Ai relf) =P, Mills 


ba Sia r Ee) 


=r? D c(h) = rP =r, 


今 只 须 证 cQ) =1, BB, AF MA — cel) 也 是 半 有 限 的 ， 
则 有 非 零 有 限 投影 9 所 1 一 clp)。 AR eCa) -e= 0, Vi, 
这 与 {2} PRAHA IE. TEX. 

B13 6.5.11 设 N 是 Hilbert 空间 Of 中 的 WN 代数 ， 5 是 
A 的 单位 矢 , 并 对 分 离 且 循 环 , 又 设 pC) 一 《号 ,5》 是 N 上 
的 迹 态 ， 则 存在 OC PARSER REN SRS jp 产 一 1， 使 得 
as 一 jof ENFIN EPSP RA. 、 : 

证 。 令 jag = a*i, Wo ON, HF PRN LMA, i 可 扩张 
AA PRR SBAT Midd j BAP 1, MER 
AY a, bs cEN, 

jajbcE = beat = bjajcë, 
{cg |e E N) 4 PR, Wik, jaje b= b+ jaj, VEEN, Bl jaye 
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N',WaeN, EE 
(Cjaj)*bE, cE) = plac*b) = ple*ba) = Cja¥jas, cë) 
Vb,cEN, Ait, Cjoj)* = ja*j, Yace N, 显然 ，iaf = 0, HH 

仅 当 a = 
今 只 须 证 明 Nj =N, ka EN, HOOS Sl, 
pla) = laa’, E), Ya EN, 
则 p Sp, REM 1103, 有 LEN, OSHS 1, 使 得 pla) 一 
PChan), VoEN, Hit, aE = = ijë, HF EN 也 是 分 
离 的 ,所 以 ，a’ = jedi, WE, 

引 理 6.5.12 设 MR OF CHAD WN IER EE CO, P,P 分别 
是 LAME, ME 上 的 投影 , 则 ?是 M 的 有 限 投影 ， 当 刀 仅 当 ， 
r EM 的 有 限 投影 ， 

证 。 设 ”是 M 的 有 限 投 影 , 考 虎 pp GE 中 的 vN 代数 L= 
PMPP, FE ECP) 对 工分 离 且 循环 ， 依 命题 6.3.1, 工 是 
有 限 的 。 自然 也 是 o- 有 限 的 。 依 命题 5.3.15, 工 上 有 忠实 的 正 
PLA pg。 用 产生 工 的 w*- 表 示 {res 5}, WN = 2,(L) 将 
满足 引 理 6.5.11 的 条 件 . 今 N 是 有 限 的 ( 因 与 Le 同 构 ), 依 引 理 
6.5.11,N LEARY. Hob. L, N RAEES BHA RE 
1.13.5,L5N3i* AAA, 工 ' 也 是 有 限 的 ， 

如 果 r EM, E Pox’? P= 0, W) 

0 = yP PPE = yP x PE = P'e P'ye, Vy OM. 
BME 一 PBL， 因此 Per = 0, KY ep përp 是 
PM’? BL’ LA* Mii, PMP 也 是 有 限 的 ,中 P&M 
WAREK. ir. 

QH 6.5.13 设计 是 oe 中 半 有 限 的 «N RAM 对” 也 是 
半 有 限 的 . 

证 。 如 不 然 、 有 非 零 中 心 投 影 2, 使 得 M's AER. 这 时 ， 
Mz 仍然 半 有 限 , 因 此 可 以 设 : MAIR. M 纯 无 限 . 

依 定 理 6.5.10, 有 M 的 有 限 投 影 2, 使 得 clp) = 1, FRM’ 
与 大 ;六 同 构 ， 因 此 又 可 以 假定 M APR, ,而 M AER 
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投影 . 当然 ”是 有 限 投影 ， 依 引 理 65.12, P 的 非 零 有限 
投影 ,这 与 M' 纯 无 限 相 了 矛盾。 因此 , M 是 半 有 限 的 。 证 毕 。 

命题 6.5.14 N 代数 M 是 半 有 限 的 、 当 且 仅 当 ,存在 WN 代 
WN, BENS M * 同 构 * 并 且 N 是 有 限 的 。 

证 。 充 分 性 。 依 命题 6.5.13。R 是 半 有 限 的 ,因此 ,M 也 是 将 
有 限 的 . 

今 设 M 是 半 有 限 的， 于 是 MM 也 半 有 限 。 依 定理 65.10， 有 
M' HERRE P, 而 elP') 一 1， 由 于 M = 同 构 于 My, RN = 
Mp' 即 可 。 证 毕 。 

命题 6.5.15 it M 是 半 有 限 的 WN 代数 ,? 是 M 的 投影 , 则 
是 有 限 的 , 当 且 仅 当 ， 在 M, 上 存在 半 有 限 正规 迹 的 完全 集 多 ， 
使 得 pp) < Oo, PEF, 

证 .充分 性 、 设 投影 <P, 且 4 一 轧 于 是 ， 

ole) =pl) < co pP- 9)=0, SES 

但 多 是 完全 集 的 ,因此 , P= 4. 

今 设 P 是 有 限 的 。 依 命题 6.5.7 的 证 明 ; 存 在 非 零 中 心 投影 *， 
及 (Mz), 上 的 半 有 限 正规 迹 的 完全 集 Z. E p) < oo， 
ve6 多 。。 İK Zon 辅 理 ， 可 见 有 相互 直 交 的 中 心 投影 族 {2} 
及 (Mz), 上 的 半 有 限 正规 迹 的 完全 集 多 +， 使 得 


> =1, plz) < ©, WoE Find 
i 


ARH SET pF) TRE MLS 多 一 U F 即 满 


EFR. EHE. 

命题 6.5.16 ik PH vN 代数 M 的 有 限 投影 ， il) 运算 在 Mt 
的 有 界 球 中 是 强 算 子 连续 的 ， 

证 。 如 代 以 考虑 Me), TA M 是 半 有 限 的 - 依 命题 
6.5.15, 有 M+ 上 的 半 有 限 正规 迹 的 完全 集 F, ER PO) < %， 
Ype, 


今 设 殉 2 0, lel <1, eP = xy YL 对 任意 的 pe 多 ， 
O<a€M,, ZE M, AOE LOR KB 65.2, 6.5.3, 

|LpCxixf)| = |pCexiat)| = pletar) < lalol?) 

= llallLep(xPx,) 一 0， 
因此 只 须 证 明 [Lplpe Fee (MIM, HEB. FA 
WAM RAE ED r, 使 得 
plax) = 0, VpEF, cE Mys 

FE p(x*ar) = 0, Vp EF, ce My, BR PEF) BAIR 
正规 的 , 依 命 题 6.5.4 1.7.2, plate) =0, Vp te KH, F 是 完 
全 的 ,因此 ，* 一 0， 了 矛盾。 证 毕 ， 

为 下 节 的 需要 ,我 们 讨论 一 下 ,可 分 Hilbert 空间 中 的 半 有 限 
且 真 无 限 的 vN 代数 . 

引 理 6.5.17 设 Cf 是 可 分 Hilbert 空间 , ME 中 半 有 
PRU BRAY vN 代数 ， 则 存在 MM 的 相互 直 交 、 等 价 且 有 限 的 投 


BAB {Pa} 使 得 D>) Ps = i, 

证。 设 9 是 对 的 任意 非 宪 有 限 投影 ，{qijieu 是 对 的 相互 直 交 
RRA RM g ~ 9, VL RP = Cg) 一 Ya Rex 
1.5.4， 有 中 心 投影 z, 使 得 | 

pz Sqz, (l —z) SPU — z), 
由 于 {a} 的 极 大 性 , 94 ~ 0, Abt, z = ee 0, FHA 

zı = pe Git, + Pay, PaSa, 

如 果 4 是 有 限 的 , 依 命题 6.4.5 2, 是 非 零 有 限 的 中 心 投影 , 这 与 对 
REET. WARES. HT OS 可 分 ,4 是 可 数 无穷 
的 。 由 此 ,4 ~ Sige, BUA EM, E o*r 一 D, ain, ov" 
=z, HED IEA, 4 Pi = oqiw", WW pepe = 0, VSF, 

Py ~ (oqiz )* » (oqiz) = izis Yi 
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RDA, Ab, n 是 可 数 无 穷 多 个 粗 互 直 交 、 等 价 的 有 限 


HELM. Ek Zorn 连理 , 即 可 得 证 . 

命题 6.5.18 设 M,N 是 可 分 Hilbert 空间 GO 中 的 vN 代 
数 ,并 且 M, N 都 是 六 有 限 且 真 无 限 , 则 每 个 M 到 N be + 
构 @ 必 是 空间 * 同 构 . 

证 ， 依 命题 1.12.5， 可 以 设 有 BE 中 的 vyN 代数 L, Psg E 
L RE (P) 一 c(9) = 1, ER M= Ly, N= Ly 以 及 
Plat) = aq’, Wa EL, 

O 依 引 理 6.5.17， 有 L' 的 相互 直 交 ， 等 价 的 有 限 投影 无 穷 列 
{i (BAB DP P, Digi’. BA, = Uae 
使 得 AN An =, Yn m, 

HAE Ae BREN. EREE n BULLY 2, E 
29,52 D Pn (1 一 z) > 六 与 (1 一 z)92 
ián je Ag : 
对 任意 固定 的 se 4,， 令 AL AAG), HF A, 是 无 穷 的 ,因此 ， 
2 Da Pi TE 


i€Ag jes’, 


a) Be =a) 2 Fi 


jedn 


eaan HSC — #34, 
但 9, 是 有 限 的 ,因此 ， 0-95 a as 


(1 — 2)? = 0, 
见 eC) =e) = 1, Akt, 1-2 = 0, Min 
5 ; Dah È dlro Wn; 


所 以 。 P29. RE Poe, MP ~ a, RRO RS 
lel * 间 构 。 证 毕 . 
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注 本 节 见 参考 文献 [211], [91]，[971,. 


§6. 纯 无 限 的 vN 代数 


党 题 6.6.1 1) 如 果 M = DOM, WME. SB 


仅 当 ,每 个 Mi 是 纯 无 限 的 ; 

2) RM SEER A M 也 纯 无 限 ; a 

3) 设 对 是 纯 无 限 的 , Pp, P OSEM, M 的 投影 , 则 Mp, My 
也 是 纯 无 限 的 。 

证 ，1) 必要 性 显然 。 反 之 若 每 个 Mi = Mz, 是 纯 无 限 的 , 
是 村 的 有 限 投影 , 则 Px, = 0, Y, Bike = 0，2) 由 命题 6.5.13 
WH. 3) 依 2)， 只 须 证 My 是 纯 无 限 的 。 (My * wT 
Mec(z)， 后 者 自然 纯 无 限 , 因 此 My ER. E 

命题 6.6.2 VN 代数 M 是 纯 无 限 的 ? 当 且 仅 当 ， M, LIES 
的 半 有 限 正 规 迹 . 

I. 设 P 是 对， 上 非 零 的 半 有 限 正 规 迹 ,其 支持 x(g) BAEZ 
的 中 心 投影 。 依 定理 65.8, Mlp) BEAR. RIM ARATE 
限 的 ， 反 之 ,如 果 有 非 零 中 心 投影 *, 使 得 Mz PHR. (Mz), 上 
自然 有 非 零 半 有 限 正规 迹 ， 因 此 ，M; 上 也 有 非 零 的 半 有 限 正规 
迹 ， 证 毕 . 

命题 6.6.3 N 代数 村 是 纯 无 限 的 , 当 且 仅 当 ,对 的 每 个 非 
THE P, + BREM? 的 有 界 球 中 不 是 强 算 于 连续 的 . 

证 。 设 好 纯 无 限 及 乡 是 对 的 非 零 投影 . 由 于 ”是 无 限 的 ， 有 
ze M， 使 得 o%y = Pioe* gp, 依 引 理 6.3.11, 有 相互 直 交 、 等 价 

强 算 子 


的 非 零 投影 列 {en}, ceo SP, Va, 及 eami. 令 WaWa = frs 
walt 一 e Yn, BIR We 0, fwli <1, wP = wa, Yn, {E 


{w*} FERRET Ia OO, A, + 运算 在 MPz 的 有 界 球 
中 不 是 连续 的 ， 友 之 ,如 果 M 不 是 纯 无 限 的 ,至 少 包含 一 个 非 零 有 
限 投影 p。 依 命题 6.5.16, 六 运算 在 Mz 的 有 界 球 中 是 强 算 子 连续 
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命题 6.6.4 设 M 是 o- 有 限 并 且 纯 无 限 的 YN REM, 2,4 是 
MOOR ES c) = cel), 则 ~ a, 
证 ， 依 Zorn 辅 理 , 可 以 取 相 互 直 交 的 中 心 投影 极 大 族 (hea, 


使 得 qe, S Pz, WEA, 令 > 一 ar， PpO az), Y= 
EA 
4 z), 在 MC an z) 中 对 FAE: i 使 用 定理 1.5.4, 并 依 {er}ren 
RAE ;可见 esq’. 
如 果 Pr 疙 0, 可取 相互 直 交 的 投影 极 大 族 (the, 使 得 4; ~ 
Pag g, Ys ETL， 依 定 理 1.5.4、 有 计 的 中 心 投 影 x <1l—2z, 
使 得 : 


(4 -> d) z SP'er, 
sei 
Pr’ — 2’) sq Sajar) 
< sei . 
te {9;} 的 极 大 性 Pz 0. Mp 也 是 纯 无 限 的 ， 依 定理 名 和 44 ， 
AM, 的 相互 直 交 的 投影 无 穷 列 es}, 使 得 
See ta ~ P, Wn, 
于 是 
Coz’ ~ Ps = Px ~ giz’ Ways 
M 是 0o- 有 限 的 ,I BED RMR. Al, 
>, Faz È 2G 4.z 


: m2 76l 人 
当然 ciz ~ v= (yg = 4) z, Alt, Ps’ 2 q'2" = 42’, M 
rel A 
“80, Be 所 1 一 z， 这 便 与 {21}ren 的 极 大 性 粗 矛 盾 ， 所 以 ， 
PP 二 0, Piz, FË l 
z > clp) = eCa) 之 9， : 
Bit, P= pz = Sen Zz >) 971 一 9z 一 4， 相仿 证 明 p Ss, 
f€A ita 
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Aik, ~ 9。 证 毕 . 

命题 6.6.5 ME a- 有 限 的 并 且 纯 无 限 的 VN 代数 , “是 对 
的 非 零 元 , 则 Kla) = {0}, KB Ka) 定义 如 定理 6.2.7. 

证 ” 依 命题 6.2.8 及 K(a*) 一 天 (oo)#， 可 设 at =o, 当然 
也 可 设 lall 和 1 Ra, SOCBWRE 一 e)。 于 是 有 < 的 非 零 谱 
RE P, 及 正 整数 n, 使 得 


azxtp—(i—?P), 
n 


如 果 有 非 零 中 心 投影 <P, fhe > tls, Bilt, KC) 


中 任意 元 将 守卫 十 二 :一 1, 即 见 KC) {0}. MITE PR 


包含 任何 非 零 中 心 投影 ， 
代 以 考虑 Mclp), 又 可 设 ct2) 一 1. 由 于 ?之 1 一 人 1 一 
P), 及 不 包含 任何 非 零 中 心 投影 ,因此 , cA —P)}) =P) = 1, 
依 命 题 6.6.4, 
P~(1—Pp)~1, 
WER 6.4.4, 有 相互 直 交 的 投影 Leitra Cnap 使 得 


atl 
P= dei, ei~ P, Wi, 
=i 
Xfi ceo 一 1 一 了 ,于 是 有 016M, (HH ofe; = ej, vif = eins 
OStsin, Bad wa 一 起. 0 Me = oy t o t ere F Pap 
EMPATE 


1 


uc = ejns VRESA, enp = eo 
今 
` s+: 
b= (n+ 2)" >; uau’, 
A jen 
注意 
ntl 
D>) ew t=, OSi<ntl, 
i=0 . i 
Auk, 
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ati 
(2 +2)6> dia (Stat vee 
f j=0 n 


1 


n 


+ ent) 一 es) wis 

从 而 ,如 果 c EK), ile re 但 显然 K(B)CK(a), 
PAUL, Kla) = {0}, iE. 

@H66.6 ” 设 M 是 可 分 Hilbert 空间 OF 中 的 纯 无 限 VN 代 
数 , 则 MM 在 CC HK BAAS RAI. 

证 。 设 所 是 WERK, 令 p 是 2 到 ME 上 的 投影 ， 
(P) 是 M 的 相互 直 交 的 投影 极 大 族 ， 使 得 六 ~ P, V 依 定理 
1.5.4。 有 六 的 中 心 投影 z, 使 得 


G- Da)eses, 
26) ~2)s(1 一 ze) —2), 


TH {p,} 的 极 大 性 。 = 关 0。 由 于 志 ~ PCV!) R ft} BEE 
Z Ah, se) = c(pz) > > pi1z。 另 一 方面 ， 
t 


c(P)z = cl(pz) > (1 = 之 pi) Zs 


Ak, c(p)e Sz, (hs) =z = cle), (RRR 6.6.4, Pe~ a, 从 
TA 16 .2 , 使 得 z EE BM’ 上 的 投影 . 

依 Zorn 辅 理 及 OF WDE, 有 M 的 相互 直 交 的 中 心 投影 
列 {zn}, EBD) zo 一 1， 并且 对 每 个 z， 有 me 如 ,而 z 是 


SE EM LORE. 无妨 设 5 一 Dome, Maem R 


BR. 
M 也 是 多 ”中 纯 无 限 的 YN RAAE, ME OF 中 也 有 
循环 矢 。 再 依 命题 1.13.4，M 在 好 ”中 有 答 环 并 且 分 离 的 和 撩 .证 
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毕 . 

命题 6.6.7 M, 是 可 分 Hilbert 空间 OC 中 的 YN 代 
SHH M's N 是 真 无 限 的 , WAMAN LY k AAO RES 
ia} k A. 

证 . 设 z 是 MM 的 最 大 中 心 投 影 ,使 得 Mz 是 纯 无 限 的 . 于 是 ， 
NOCO BEATER AAMA —2z), NO 一 BLz)) 是 学 有 限 
且 真 无 限 的 . 

依 命 题 6.6.6, Mz, NOC 都 有 循环 并 且 分 离 的 和 撩 ， 依 定理 
1.13.5, ®: Mz~>N@O(DEBSIA* AW. 

依 命题 6.5.18, ©: MO —z) > NC — (29) BEZ H 
同 构 。 所 以 ,9: MN 是 空间 * 同 构 。 证 毕 . 

本 命题 显然 是 命题 6.5.18 的 推广 。 

注 本 节 见 参考 文献 [121]，[211，{91]. 


$ 7， 离散 的 VN 代数 


定 更 6.7.1 WME Of 中 的 YN 代数 , 则 下 列 等 价 ，- 

1) M 是 离散 的 ; 

2) M' 是 离散 的 ; 

3) MARTEN YN ARRON, TiN 是 交换 的 ; 

4) 有 对 的 交换 投影 p, 使 得 cCp) = 1; 

5) M 的 任意 非 零 投影 必 包 含 非 零 交换 投影 . 

证 ，1) 推导 4): 取 导 的 非 零 交换 投影 的 极 大 族 P) E8 
cPD) clpr) =0, Wis, Hide = 加。 MRI — ly) 大 
0， 由 于 对 是 离散 的 , 则 1 — c( 思 又 将 包含 非 零 交 换 投 影 , 这 与 族 
(P 的 极 大 性 相 矛 导 ， 因 此 , (p) = 1， 些 外 , 依 命题 1.5.9， 

PMP’ = {0}, YSF, 
所 以 , p 也 是 交换 投影 . 
4) 推导 2): 命 一 Mp EOC = Per 中 的 NAR, 
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E L' = M, 是 交换 的 由 于 cp) =1, O(a’) = P(Y EM’) 
是 M' SIL LO* 同 梅 。 今 设 久 是 M' 的 任意 非 零 投 影 ， 
Ox FS EOP), 

9 是 .9 到 ZL 上 的 投影 EL) 由 于 OPA DO(P)DL'E = 
L'OPE = L'E, ARE, g KOC’), EIA R, N 代数 Ly 
EZH, ARAR E, Hea 5.315, (LY = Ly = Ly. B 
ik, O) 包含 非 零 交 痪 投影 7. i. raa CM’ 的 ) 非 零 交 
换 投影 。 所 以 ,Mt' 是 离散 的 . 

2) 推导 3), 3) 推导 5) 实际 都 已 寅 于 上 面 的 推导 之 中 。 5) 
推导 1) 是 显然 的 。 证 毕 ， 

注 。 对 任意 的 vN 代数 M, Wh MUM’ 生成 的 vN 代数 
NEBR. BE, N= MOM 是 交换 的 ， 

命题 6.7.2 1) ME RR, P, 如 分 别 是 M, M WRB, 
RIM ps Mo’ 也 是 离散 的 ; 


.2) 设 M = DOM, 则 对 是 离散 的 * 当 且 仅 当 ， 每 个 Mi 是 


”离散 的 . 
W. 1) 由 Me’ *# AE Mie. AL Mp 是 离散 的 。 又 
(Mp》 = Mp, Hik, Me 也 是 离散 的 . 
2) RAR YN RARE MYM. TE, 
命题 6.7.3 KMERRHAT, WM HAF BCA), 这 
里 w ER Hilbert ZH. 
Ww. KEH 671, MTJ] * 同 构 于 某 Hilbert 空间 o 中 的 vN 
RN, 而 和 N' 交换 。 当 然 N 也 是 因子 ,因此 
N =C, N= B(%), 
命题 6.7.4 有 限 维 的 <*- 代 数 必 为 若 于 个 矩阵 代数 的 直 和 |。 
”证 ， 设 村 是 有 限 维 的 c*- 代 数 , 作为 Banach 空间 ，M 是 自 反 
的 ,因此 ,对 也 是 w*- 代 数 。 寻 的 中 心 是 有 限 维 的 ， 因 此 可 以 找到 
M 的 四 互 直 交 的 极 小 中 心 投影 a, tns 使 得 
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m 


Dowel 


令 Mi= Mz, NEEARBHAT, 显然 Mi 也 是 离散 的 , 依 命 
86.7.3, Mx AMF BCH), BB CO; 是 有 限 维 的 Hilbert 空 
Ei 魏 ;< 委 mm 所以,M 同 构 于 若干 个 先 阵 代数 的 直 和 和 。 证 毕 ， 

引 理 6.7.5 itp, 4 是 YN 代数 MM 的 投影 , 且 .? 是 交换 的 ,及 
e(q) > P, We sa 

证 。 依 定理 15.4, 有 中 心 投影 z, 使 得 

qa 5 Pz, PL — z) Sal — 2), 
设 az~?, Spe, 依 命题 1.5.8, P 在 Mps PHED BBE 
c(h, ez, 但 Mos 是 交换 的 ,因此 ， 
P, = CP, Px = c(qz) Pz = c(q)P2 = Pz, 

Bi gz ~ fz. Mites, EE. 

引 理 6.7.6 MECC HAY VN 代数 ,{ 志 11e Abele EDR 
对 的 相互 直 交 ， 等 价 的 交换 投影 族 , 并 且 2 a= 2 q, = 1, Ñ) 


#4 一 *, 
证 。 显然 ctpi) = cla) =l; 依 引 理 6.7.5, Pi ~ G, YEE A, 
rel, i l 
如 果 FA < 00, 依 命 题 6.4.5。 对 是 有 限 的 WN 代数 ， 从 而 
Yo, PU, "AS * AH APRA, 
首先 车 虑 *4， 果 有 限 的 情况 .无 妨 没 “4 委 *, 于是， 


i eS eS 1, 
tea TEA rel 


但 M 是 有 限 的 ,因此 ，*A = *I. 

今 设 A, I 为 无 限 的 指标 集 。 任 意 间 定 pe {Pi}, 交换 YN R 
数 M, 是 有 限 的 , 依 命 题 6.3.16 及 1.3.8， 存 在 好 的 非 零 中 心 投影 
a, 使 得 Mos 是 -有 限 的 。 代 以 考虑 Mz, ihe}, {a2}, WA 
zs 一 1. 今 对 于 任意 的 1e A, My, EPEE 中 o- 有 限 的 YN 代数 ， 
依 命题 1.14.2, 有 Pel TMF RM, RAI MMI Pre 中 
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Hi. Q L= {r EID +0}, 由 于 (ober BEEK, HM 
I 是 工 的 可 数 子 集 ，Vie 4。 现 在 指出 1 一 UL. BEL, AA 
ita 


reIN Ub, BGM = {0}, WEA, 于 是 ,94M = {0}, BY 
IEA 
qP = 0, VEA 但 X A= 1, 因此，9: 一 0， 这 不 可 能 。 今 
IRA 
H= ULEN ETR (YI), 可 见 I< *A, 同 证 "4 < "1, 


所 以 ， A =Ħ iE. 

定义 6.7.7 vN 代数 M 称 为 Ga) 型 的 或 者 #- 齐 次 的 ,这 昌 -“ 
可 以 是 有 限 或 无 限 的 势 , 指 存 在 要 的 相互 直 交 ,等 价 的 交换 投影 族 
{Pili EA}, 使 得 DP) P= 1, AI n, 


焦 引 理 6.7.6, (h) 型 的 定义 与 {Pi1} 的 选取 无 关 。 

命题 6.7.8 1) (I,) 型 的 YN 代数 必 是 《I) 型 的 ; 

2) vN HEME (L) 型 的 , 当 且 仅 当 ,对 空间 * 同 构 于 NS 
BCS )， 这 里 六 是 交换 的 YN RE, CC, En HEN Hilbert 空 
间 . 特别 ，(I,) BHAT * ABT BE ,). 

证 。1》 对 定义 6.7.7 中 的 任意 交换 投影 名 ， 必 有 cP) = 1. 
再 依 定理 6.7.1, Cl.) 型 vN 代数 必 是 《[) 型 的 . 

2) 必要 性 由 定义 6.7.7 及 定理 1.5.6 YI, RZ {elle A} 
是 九 ,的 直 交 规范 基 , 这 里 "4A 一 5, OP Be. Ble) LOR 
影 , 则 {Pil1e A} EBC.) 的 相去 店 交 、 等 价 的 交换 投影 族 , 且 
> Pi 二 1， 由 此 ,如 果 叉 是 交换 的 WN 代数 , 则 NOB.) 是 


{1) Wa. TE. 
am 6.7.9 设 {2} 是 YN PERPER ERN 齐 次 中 心 
投影 族 , 则 z= > z 也 是 ~- 齐 次 的 。 


证 . 设 PIED 是 Mx, KREA SAMI 
EAD PP au, Tan, Y Sey = PP, W {ps|p ED 
fe] $ 
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将 是 邓 的 相互 直 交 、 等 价 的 交换 投影 族 , 肌 2 ?s = 2, Apt, M3 
€l 


Æ d.) 型 的 ， 证 毕 . 
引 更 6.7.10 Wa E VN FORME 9 FRO TRE, i= 
I, 2, 并 且 m œm, W nz = 0, 
证 。 设 {PP UE A} 是 相互 直 交 、 等 价 的 交换 投影 族 , 使 得 
>) PP = z, =n i= 1,2, 


FE {Pale Ad, (PP alte A} 也 是 相互 直 交 ,等 价 的 交换 投 
影 族 , 且 和 都 为 az: 如 果 #12; = 0, 依 引 理 6.7.6 FA, = FAL, 这 
5m mT. KiE, zz: 一 0。 证 毕 . 

EA 6.7.11 ME O 型 的 YN AR, 由 可 以 唯一 分 解 为 
M = 2, 0M», 这 里 五 是 某 个 不 同 势 的 集合 ，M, Æ (1) 型 的 ， 


Wne E, 


E. M 至 少 包含 一 个 非 零 交换 投影 zp， 取 相 互 直 交 的 投影 极 

KIR {Pi}, 使 得 P ~ p WL RER 15.4, 有 中 心 投影 ,使 得 
(1 一 9)z She, P —:) SCL — 9)(1— 2) 

这 里 9 一 之 入 由 {?1} ORAE, sœ 0. 如果 〈1 一 9)z 一 


0, 则 = 一 22: Piz, 可 见 = 是 齐 次 的 中 心 投影 。 如 果 {1 —q)z% 


0， 令 二 一 一 g) 也 是 非 零 的 中 心 投影 . 
(1 一 9)z ~ q S Pz, 
依 命题 1.5.8 及 pz BRIE, q= ela) = Pr, BR A 
a)sgi = (1 一 9)z， 因 此 ， 
(1— zr ~ g = Pz, ~ Pn, Wi, 
Ka = >) Pian 十 (1 一 9)zis 因此 ,各 是 齐 次 的 中 心 投影 . 


总 之 ， 对 必 有 非 零 的 齐 次 中 心 投影 .由 Zorn 博 理 ,可 写 1 一 
Den KH {z} 是 相互 直 记 的 中 心 设 影 族 , 虽 每 个 xm 都 是 齐 次 
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的 。 FHRSIEE 6.7.9， 就 可 得 到 所 楼 求 的 分 解 ， 分 解 的 唯一 性 由 引 
Æ 6.7.10 yW. TER. 
注 本 节 见 参考 文献 [551。[57]，[59]. 


§8. 连续 的 与 (11) 型 的 vN 代数 


命题 6.8.1 ON 代数 M 是 连续 的 , 当 且 仅 当 , 不 存在 非 零 中 心 
投影 z, 使 得 Mz 是 离散 的 ， 特别 , 纯 无 限 的 WN 代数 是 连续 的 。 

证 。 若 MM 不 是 连续 的 , 则 MM 至 少 包 合 一 个 非 零 交换 投影 P, 令 
z 一 c(p), 依 定理 6.7.1, Mz 是 离散 的 ， 反 之 ,如 有 非 零 中 心 投影 
z, 使 得 Ms 是 离散 的 , 则 Me 包含 非 零 交 换 投影 P, PP 自然 也 是 订 
的 交换 投影 ,因此 ,不 是 连续 的 。 UE. 

命题 6.8.2 1) kM = DOM: 财 M 是 连续 或 (ID 型 的 ， 


当 且 仅 当 ,每 个 M: 是 连续 或 QD 型 的 ; 

2) 设 M 是 连续 或 《I 型 的 , 则 M'IRAS 

3) AMBER UID Way, P,P 分 别 是 MM ee sl 
My, My 也 是 连续 或 《11》 型 的 . 

证 1) BR. 

2) 设 M 是 连续 的 ,车 M 有 非 零 中 心 投影 z, 使 得 M's 离散 。 
依 定 理 6.7.1, (M'zyY = Mz 也 离散 ， 这 与 命题 6.8.1 Be. A 
k, M' 也 是 连续 的 。 此 外 , 依 命 题 6.5.13， 如 果 M 是 CID 型 的 , 则 
M’ 也 是 《II) RK. 

-3) h (Mpy = Mp 及 2), RAR Mp RIER. MF 

Mo) * AA AR. E, 

定理 6.8.3 WW RAMEEZ, BRERA, MIEN BE 
可 写成 MM 的 两 个 相互 直 交 且 等 价 的 投影 之 和 。 

证 。 充 分 性 。 如 果 ?是 对 的 交换 投影 , 依 所 设 , 可 穹 疡 = 户 十 
Pr XB AP = 0,R Aob, FE cle) 一 clp); ASPE 
? 是 交换 的 , 依 命 题 1.5.8,， pi = cle e= pP, Alt, £= 0, BM 
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是 连续 的 . . 

今 设 六 是 连续 的 , p 是 对 的 任意 非 零 投 影 。 于 是 Me 不 是 交 
换 的 ,从 而 Mp。 有 非 零 投影 9， 使 得 9& Mp 站 Mp， 依 定理 15.4, 
有 MM 的 中 心 投影 <， 人 和合 得 oz S O a (P 一 4)(1 一 2) 亏 
q — z) 如 果 qe =(P — 4) — z) 一 0， 于 是 , 4 一 ?了 一 
PEM ÀM, PE. ALE qz 关 0, 或 者 (P -— 9) — 2) X 9, 
如 果 gz 20 ik 42 一 fi~ ne q)z, 自然 nry = 0, Ert 
n <P WR aA a0, 设 (P 一 9) AMan 
nK — az), 自然 rr; 一 0， 及 + 十 7 二 总 之 有 非 零 投 
Bon. rs 使 得 nn—0, nors ntanna, 再 对 人 一 
(r, 十 1)》 施 用 同样 手续 , 依 Zorn 畏 理 ,可 见 也 可 写成 以 的 两 个 
相互 直 交 且 等 价 的 投影 之 和 。 证 毕 . 

定理 6.8.4 WN REME OD 型 的 ,必须 且 只 须 ,存在 M 的 
投影 递 碱 列 {Pr}， 使 得 b, EARB eC) = 1， 并 县 (如 一 Poss) 
~ Pass Wa, ' 

i. EME COD BH KER 6.5.10, 存在 有 限 投影 2 使 得 
CKP 一 1。 又 依 定 理 6.8.3, 可 写 


P, = h + O25 PG; = 9, ~~ yg 


Pa = Paar + Gusts Pangan = 0, Pan ~ lan. 


所 得 之 {Pa 即 满足 要 求 ， 

反之 设 满足 条 件 的 {2w} 存在 。 依 定理 65.10, MEERA 
BRAS. 如 果 能 够 证 明 Mp, 是 连续 的 , 则 《My ) 一 Mp， 也 是 连续 
的 。 但 Mpk AKF OM’, Ak, Mm’, 从 而 M@, 也 是 连续 的 .. 所 以 
可 设 记 一 1， 及 M 几 是 有 有限 的 。 依 命题 6.3.16 及 6.8.2, 还 可 以 设 M 
是 sc- 有 限 的 ,于 是 邓 上 有 点 实 的 正规 迹 态 pg。 如 果 ? 是 六 的 交换 
投影 ,对 每 个 n, 依 定理 1.5.4, 有 中 心 投影 x, 使 得 


Paty S Pze, PCL — ga) S Pall — ee), 
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设 Poze ~ Ga < Pz, HAT PRE, A, qa = cCGe Pte 
El Pn)Pzn, 注意 Pr ~ (Pani Pads Abi, cCPn) 之 Pa. 递 推 可 
见 cp,) = 1, KAT ga = Peas BY Baze ~ Pen, P S prs Wa, KH 
一 方面 ,由 
Pn = Pan + (Pa — Post), Pass ~ (Pa — Par)s 
ae pl Pa) a 29( Pass). 但 plt) =i, Ak, pr) = 27%, 

. & op) Spa) = 2°", Yn, MU, pe) = 0, 2 = 0, RI 
eee iE, 

注 本 节 见 参考 文献 [12]; [55]. 


§9. WN 代数 张 量 积 的 类 型 


设 MNi 是 CC; HAS WN 代数 ,一 1，2， MOMs OHM, 
中 的 vN 代数 。. 本 节 考 察 M1,，M; 的 类 型 与 MOM: 的 类 型 之 
后 的 关系 ， 

”命题 6.9.1 MSM, ARO. MARY, M, Ms 都 是 有 限 
的 。 
证 设 MQM: 是 有 限 的 ,Mix# 同 构 于 Milh, as M, 
EBAY. ARM, 也 是 有 限 的 . 

今 设 Mo M 是 有 限 的 , 依 命 题 6.3.16., 又 可 设 Mi, Ma 还 是 

v- 有 限 的 。 从 而 Mo M 上 有 忠实 的 正规 迹 态 po Pn 于 是 有 


EPICE DELP < co。 使 得 
pi) = 5 CER, ED), i= i 
SHE 
Bel 2 bs 26 EPO, EPOE) 


EERE MOM; 上 的 正规 迹 态 . 由 于 Pi ER 实 的 ， TA {EY} 
FEM) WMAP) i= 1,2, Hate, LEP OE) 将 是 MOM, = 
2299 6 


CM.@Mi) WERRI. AU. pp 在 MOM, 上 也 是 忠实 
的 及 MQM, 是 有 限 的 。 证 毕 , 
.命题 5.9.2 MÈM: 是 真 无 限 的 , 当 且 仅 当 , M, 或 者 MM， EK 
sa 
ik, DER HSM 6.9.1 立 见 。 SM, 是 真 无 限 的 ， 如 果 
MOM, 并 非 真 无 限 ,于 是 MOM: 上 有 正规 迹 态 P,Pp1(M,@1) 
将 产生 M 上 一 个 正规 迹 态 ,这 与 M RAR. EHE. 
命题 5.9.3 设 M1, M BEER, N MOM: 也 是 半 有 
BRAG. : 
证 。 依 命题 6.5.14, Wik M; 是 有 限 的 ,i 二 1, 2, FE, 
(M1 区 Mi) 二 MOM; 是 有 限 的 。 因 而 MOM: 是 半 有 限 的 。 证 
H, 
” 引 理 6.9.4 ik PR yN 代数 入 的 正 部 分 N; 上 半 有 限 的 正规 
W, Cp) E PRI, BE Ns(p) WE ptb) < 00 2 a> ba" 


在 六 的 有 界 球 中 是 强 算 子 连续 的 ， 
证 。 设 网 aC, lal <V), E Ea, aA 
BaF 


aht bat 一 一 0. 
由 于 wpxpayeNx(p) (Wi), 因此 无 妨 设 p) 一 1， 即 四 是 
忠实 的 .。 今 依 定理 6.5.8 下 面 的 注 ，9 将 产生 忠实 的 w*- 表 示 
inp 25}. HF le 所 1CYV1)， 只 须 对 任意 的 «EN (如 命题 
6.5.2 所 定义 ,证明 CngCab baf xg, xo) = plx*ab "batx)—r 0. 
FAT HED, FEN, KA 6.5.2 及 65.3, 
plata bafe) = p(baprx*a.b*) < rl olsaras*) 
= epl batar) — 0, 证 毕 . 

命题 6.9.5 MOM, 是 纯 无 根 的 ， SERS, M, 或 者 MM; 是 纯 
无 限 的 。 

证 。 如 果 M, M: 均 非 纯 无 限 。 (Kee 6.9.3, MOM: 也 不 能 
是 纯 无 限 的 。 

今 设 M， BAIN. WR MOM: 不 是 纯 无 限 的 ， 于 是 
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(MOM) LAFSOLER EM Mp. KOLS EM OM.) 
sp) E pls’) < 0, l 


如 果 写 OF, = 208, 这 里 = X., vi, 及 


#4 一 dim Ær, FARES = (Bi)wvress H bn’ € BOD VET. 
由 于 620, 必 有 指标 hea, 使 得 b, = bi 0, _ S 
” 今 考 起 肤 人 象 
MSM: M: >M BM: >M, ON 
其 中 ala) =al Wa,€Mi, pla) = ba*, Yace MOM: 
¥(a) = atdos Wa MDM WIE 6.9.4, . 
(rofoa)(a,) = bat, Wa, € My. 

在 M; 的 有 界 球 中 是 强 算 子 连续 的 。 AT hz, FEER A 及 M, 
的 非 霍 投影 名、 使 得 San Mii, a> Pet EM, WARE 
中 是 强 算 子 连续 的 。 特别 ，a: of E Mh 的 有 界 球 中 是 强 算 子 
FER. EM, BSCR, 7, 关 0， 这 便 与 命题 6.6: eer 因 
Ih, MQM: 是 纯 无 限 的 。 证 毕 。: i ' 

系 65.9.6 如果 MOM: 是 半 有 限 的 , 则 Mis Ma BAAN 
wy. 

-命题 6.9.7 设 Mi; 是 (1) 型 的 ,i 一 1,2， 则 MBM, ,是 

(in) BUG. SB, Mi, Mo ERA MLOMLOPR. ,，. 

证 .可 设 Mi 一 NBC J), WE 和 Ni 是 交换 的 *N 代数 ， 

SC; Fé n RH Hilbert 空间 i= 1,2, FR, . 
MOM, = (NONDO BCH DH)» 

依 命题 6.7.8, MOM: Æ Cna) WK. TES. 

命题 69.8 HME C.) 型 的 YN 代数 ， UA EAR AE 
M4, 2< o, 

证 . HM =~N@BC&H,), RENEE WN 代数 ( 必 是 有 
PRA), C&, 是 = 维 Hilbert 空间 。 依 命题 5.9.1，M 是 有 限 的 ， 
HERA, BOC.) 是 有 限 的 ,这 等 价 王 a< o, EE, 


3 了 0T e 


命题 6.9.9 设计,, M 都 半 有 限 , BM, BRE, WMS 
M, ad age 型 的 。 
. KER 6.3.4, FIE M, 的 有 限 投影 递 天 F] {Pa}, HB 
Les: = 11, Pan ~ (Pa — Pais). Ve. X Mi 是 半 有 限 的 ,因此 存 
TEM: 的 有 限 投影 9, 使 得 (CQ) = 1, OR en = 加 四 4， 依 命题 
6.9.1, {en} 将 是 MBM: 的 有 限 投影 递减 列 。 依 定义 15.7, AM 
et 在 M@M: 中 的 中 心 覆 盖 是 1, 自然 也 有 Cnt ™ (en — tan)» 
Yn, WES 6.8.4, M.M, 是 (IT) Wa. IEE, 
命题 6.9.10 MOM: EER, SER, M, 或 者 M, 是 连 
RRI l 
证 。 击 于 纯 无 限 的 代数 必 是 连续 的 ， 依 命题 5.9.5, 可 设 M,, 
M: 都 是 半 有 限 的 ， 因 此 充分 柱 由 命题 6.9.9 97 Fh. 
SH MOM: 是 连续 的 ,并 且 Mi Mi EEA BRIKI Ms 
M 都 不 是 CD 型 的 , 依 命题 6.9.7, MOM: 也 不 能 是 连续 的 , 因 
此 , 必 有 M, 或 者 M: 是 连续 的 .证 毕 . 
69.11 1) WF MOM: BRR, 则 Mı, M, WERAK 
的 ; 2) WRM OM: Æ C) 型 的 , 则 Mi M 都 是 半 有 限 的 ， 并 且 
Mi REM: BES. 
综 上 所 述 ,我 们 有 : 
EM 69.12 1) M.OM, 是 有 限 的 \, 半 有 限 的 、 离 散 的 ， “a 
M24, M 与 M; 都 是 有 限 的 、 半 有 限 的 ,离散 的 ，; 2 
- 2) MQM, 是 真 无 限 的 、 纯 无 限 欧 .连续 的 , 当 且 仅 当 *M, 或 
者 M; 是 真 无 限 的 、 纯 无 限 的 .连续 的 ; 
3) M.@M, 是 CD BH, SER, M, 与 Mi 都 是 半 有 限 
的 ,并 且 M RAM, EI) BH. 
_ 3 APM Sew [21], [72], [91]. 
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第 七 章 因子 的 理论 


本 章 是 因子 理论 的 初步 ,也 是 第 六 章 的 继续 。$ 1 ERR 
系 F. J. Murray 5 J. von Neumann 在 州 年 代 所 定义 ,他 们 用 维 
数 函 数值 域 的 不 同 《7.1.3)， 把 因子 分 成 五 类 ,这 正 是 第 六 章 的 结 
RR. 同时 $1 也 指出 维 数 函 数 与 迹 和 的 关系 (7.1.6). 52 证 明 超 有 
BRAS (1) 型 (在 * AKT) 是 唯一 的 【7.2.15)。 Murray 与 von 
Neumann 也 营 指 出 非 超 有 限 〈I5) 型 因子 的 存在 性 ， 这 说 明 把 因 
子 分 成 五 类 是 不 完全 的 。 正 是 由 于 这 一 点 ， 因 子 理 论 在 近代 获得 
了 重要 的 发 展 、 茎 然 把 因子 分 成 了 五 类 ， 自 然 贾 问 它 们 是 否 实际 
地 存在 ? MF CL), O) PERRA. CD. W5 CID W 
因子 的 存在 性 并 非 显 然 ， 但 它们 的 存在 正 是 使 得 算 子 代数 能 够 与 
其 它 代 数 尖 锐 地 区 别 开 来 。$ 3 我 们 叙述 构造 (D W5 M 型 
因子 的 标准 办 法 一 一 群 测度 空间 的 构造 方法 . 


$1 维 数 函数 


依 第 六 章 的 分 类 ,因子 只 有 五 种 类 型 : | 

1) (C) BAT, 邑 离散 且 有 限 的 因子 , w2 * Aw TF 
BCS), 这 里 dime", =n < 005 

2) (ln) 型 因子 ， BI mh A a RA 它 必 * 同 构 于 
BC Ef), 这 里 dim Gl = 00; 

3) (IL) BAT SERA AHA: 

4) (e) 型 开 子 , 即 连续 且 无 限 的 因子 ; 

5) 《ID 型 因子 , 即 纯 无 限 的 因子 ， 

定义 7.1.1 t MEAT, Me “LAUDS POO BARE (R) 
的 , 指 如 果 对 包含 非 零 的 有 限 投影 ， 则 存在 好 的 非 零 有 限 投 影 名， 
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使 得 (Po) < co， 

命题 7.1.2 AMENT, PIE M+ 上 满足 条 性 (R) 的 忠实 
的 正规 迹 . 

1) 设 ? 是 好 的 投影 ， 出 请 是 月 良 的 或 者 无 跟 的 ， 当 且 仅 兴 ， 
ple) < co 或 者 pl) = +00; 

”2) Wp, CEMA. Ps, VBR, ele) < 

pla); 

3) 如 果 了 包含 非 罕 的 有 限 投影 , 则 中 是 半 有 限 的 ; 

4) 除去 正常 数 的 倍数 外 , 中 是 唯一 次 定 的 . 

iE. 1) MRP ETRO, CERRI, 依 定理 .6.4.4， 可 
Bp=-At+h, 这 里 Ah = 0, EPPS. 于 是 , pl) = 
29(p)。 出 于 多 是 忠实 的 ,因此 ,Ppp) = 十 co。 l 

如 果 了 是 有 限 的 ; 设 如 知 定义 7.1.1， 因 子 的 枉 意 两 个 投影 都 
是 可 以 比较 的 ;如果 Sh, BR po) < 00; oii PSP, i 
{Pires 是 相互 直 交 的 投影 族 , 使 得 


Pi ~ Pos PiS P, WEA, (e -E e) sa. 
i 


出 于 ?是 有 限 的 ，*A < co， 由 此 可 见 ple) < co， 所 以 , 乡 有 限 
RER MAERA, ple) < co 或 plp) = 

2) MRP Sa, BRO) Spa) BZ Spa 
ma~ pgr, ATPHARHR PR acl 则 £4) = 
ph) < p FA. Abt, ?S4. 

3) Oak M+， 必 有 正 数 1 NRE PEM, 使 得 a 
HFMPSISARERE, MELA, cle nae 
ISP. FE e2240, Ba co, RIP BEA 
限 的 . 

4) 如 果 型 是 纯 无 限 的 ， 则 对 的 任意 非 零 投 影 是 无 限 的 ， 因此 ， 
M+ 上 忠实 的 正规 迹 只 能 是 : pg(0) = 9, pla) 一 十 co Wae MN 
{0}, B e EEREN. 
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如 果 对 是 半 有 限 的 , 依 3) 及 定理 65.8, PRE M, 上 所 存在 
的 忠实 的 半 有 限 正规 迹 。 Ska, pÆ Ms 上 两 个 忠实 的 半 有 
限 正 规 迹 ,需要 证 明 p 与 p 仅 相 差 一 个 正常 数 的 倍数 . 

首先 如 果 对 是 有 限 的 , 由 1) Ri 65.2, a, p 可 扩张 为 
M EBRES. p= p 十 py;， 依 定理 1.10.3 及 也 是 迹 ， 
AEM, 0 委 ! 魏 1， 使 得 


pila) = plea), Wak M, 


对 任意 的 a, bE M, 
plab} = qulab) : = pilba) = grba) = plar), 
BB (Ge — ab) = 0. 9 也 是 忠实 的 , 因此 ,5 1 站 M =C, 


进而 可 见 ，9p, 与 q 仅 相差 一 个 正常 数 的 倍数 。 

今 若 1 是 半 有 限 且 真 无 限 的 。 依 定理 65.10， 将 存在 有 限 投 
影 的 递增 网 {9,}， 使 得 spg = 1, 依 前 段 所 证 , 对 每 个 指标 1， 
有 正常 数 1,.。 使 得 

g(a) = pLa), Va € (Maas : 

但 {4.} 是 递增 的 ,因此 2, 将 不 依赖 于 指标 :, 设 = 2, Yi， W 
P91441) = L909:), Ya€ M+，Vr。 另 一 方面 。 依 命题 6.5.2， 
ei(4.ag,) = pi(atqiot)， 又 gi 是 正规 的 , Bit, pla) 一 agra), 
Wae M}, TE, 

注 。 依 本 命题 及 其 证 明 可 见 : 对 于 《I) PAF BH), 
BE )， 上 唯一 的 (除去 常数 倍数 外 ) 忠 实 的 半 有 限 正规 迹 是 

tr ) 一 ZN Šis E), | 


这 里 {5 是 包 的 直 交 规范 基 ; 对 于 有 限 型 因子 ， 其 上 有 唯一 的 

患 实 的 正规 迹 态 ; 对 于 半 有 限 因子 ,其 正 部 份 上 有 唯一 的 (除去 党 

数 倍 数 外 ) 忠 实 的 半 有 限 正规 迹 ; 对 于 纯 无 限 因子 ,情形 是 平凡 的 。 
命题 7.1.3 设 M EAT, PREM 的 投影 全 体 ， 中 如 命题 

7.1.2, D = {pP PE P}， 则 人 P 乘 以 适当 正常 数 后 ,可 以 使 得 : 
1) 4 MGs) 型 《z 可 以 是 有 限 或 无 限 的 ) 时 ， 
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D ={0,1,-++, »}, 

特别 地 ，M 一 BCH), ply) = dim eS, WEP; 

2) 当 MGL) Bt, Ø = [0,1]; 

3) 4 M (ila) hf, Ø = [0, +00]; 

4) 当 MOD 型 时 ， = {0,+0}, 

证 。1) BRP ee 7.1.2 FRE. 4) 是 显然 的 ， 

2) i PHM LOR—É RKE. AEH 68.3, 

{2-"k| 1 << RS 2°, = 0,1,°°-} CD, 

对 于 任意 的 16 [0,1]， 可 以 取 pe P, E pCa) 一 4.)4. 依 
命题 7.1.2, pr E Pars, Wa, 

取 4 一句， 设 4 ~ 4 Siro, RM 63.2, 1-4) ~ A- 
a). Alt, (名 一 人 ) 生 (1 一 9 B Paaa) or sa), 
FË, 加 一 9 十 y*。 令 4 一 和 十 rr， W oa, Ur ti, 一 
1,2. 继续 下 去 ,可 以 得 到 {9。), 使 得 qu S dons In ~ Por Yn. 
f g= sup Gay Sill gp(9) = sup pa) = 2, Hild, D = 10,4), 


3) 设 {p1} 是 到 的 有 限 投影 递增 网 ,号 supp =l 自然 有 


pl) Y +00 = gpg(1)， 又 依 2), 对 每 个 1, [0, pC, 因此， 
D 一 [0, 十 oo]。 证 毕 . i 

3187.1. 设 M 是 有 限 的 因子 ,P 是 村 的 投影 全 体 ,，D: P> 
10, 十 00)， 并 且 满 足 ，1) WR Ap: = 0， 则 

DCP, + 2) = Dp) + DCP); 

2) 对 于 对 的 任意 本 元 x 及 pe P, D(upu*) = DO); 3) DOA) > 
0， 则 D 二 qg1P 了 、 这 里 P 如 命题 7.1.2. 

证 ， 如果 M= BCC a), 这 里 dim f, = 2< 0, W2), 
万 将 对 不 的 所 有 航 小 投影 取 同 一 个 值 1。 hK1), DA) =ni, B 
he i> 0, 无 妨 设 2 二 1。 由 于 M 的 任意 投影 必 为 若干 个 极 小 
HEM, Alb, DCP) = {0, 1,---, 2}, 依 命题 7.1.3, D= 
iP. À 
ARME AL) 型 的 ， 无 妨 设 D(1) =1, FRPRM LA 
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实 的 正规 迹 态 。 如 果 p ~ 9， 依 命题 6.3.2，(1 一 2) ~ CU 一 9)， 
因此 有 西元 *， 使 得 P= wqus*。 Bh, WEP Za, W D> 
D(C9)， 此 外 , 依 定理 6.8.3, 有 Poe Py 使 得 OCP) = DUP 
2 "上 02 一 0,1,…………。 SHEE PEP, AR 
{Pm}、 使 得 DC Pa) = p(pm) 》 qlp)。， 依 命题 7.1.2，P 之 Pa， 因 
i, DO) 之 Dn) = PPn) > p(y). ARER, DCO 一 p) > 
pP 一 了 )， 所 以 ，D(p) = qg(p)，Yp& PL TER, 

定义 7.1.5 设 MW 是 因子 , 只是 对 的 投影 全 体 ，D: P—[0, 
十 co] 称 为 维 数 函 数 , 指 1) DG) 一 0， 当 且 仅 当 , 如 一 0; 2) 对 
任意 的 西元 KE M), 及 PE P, Dlupu*) = Dp); 3) 如 果 p= 
0, W DO +q) = DO) + DG); 4) 如 果 对 包含 非 零 有 限 投影 ， 
WA OS PEP, 使 得 DO) < o. 

定理 7.1.6 设 放 是 因子 ,PP 是 M 的 投影 全 体 ，D(， ) 是 维 数 
函数 , 则 D= m1P， 这 里 如 命题 7.1.2。 

证 ,首先 指出 ,如 果 了 ?是 无 限 的 , 则 Do) 一 +o, BEL, 
P 也 是 真 无 限 的 , 依 定 理 6.4.4， 可 写 p 二 D) pa 这 里 


Poepm 一 dnmbrs Pr ~ Py Vn, 1. 


显然 存在 西元 xs， 使 得 tamP aterm = Pm» Alli, D Pa) = DOn)» 

Wn, m. X Dp.) > 0, Yn, HA, DO) = 十 co。 

于 是 ,如 果 对 是 无限 的 , 则 D = p|P. 

如 果 对 是 半 有 限 的 ， 乌 如 定义 7.1.5, KLEE, 必 是 有 
限 投 影 。 因 此 可 取 9 如 命题 7.1.2, 使 得 ple) = Dlr). RAPE 
证 明 D= o|P, 仅 须 对 有 限 投 影 了 证 明 DO) =e). 令 9 一 
sup {Po} ， 依 命题 5.4.5, 9 也 是 有 限 投影 。 依 引 理 7.1.4， 

DIPNM;: = p|PN MGs, 


El D) = pl). TEX. 
系 7.1.7 RRS MEE, 
注 本 节 见 参考 文献 【21]，[>41. 
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§2. 超 有 限 的 (IT) 型 因子 


BME CL) 型 因子 ,于 是 村上 有 唯一 忠实 的 正规 迹 坊 p, F 
lel: = p*r)”, Ve EM, 
易 见 上 :出 将 是 MM 上 的 范 数 ,并 且 
leli = i*i < xl], leyla < min 全 和 作用 下 全 
Wr, yE M。 依 引 理 1.11.2, 在 邓 的 单位 球 CM), If Hl, AEBS 
拓扑 与 强 算 子 拓扑 等 价 . 
318 7.2.1 设 P 是 M 的 投影 ,a* = ae (M), 则 存在 4 的 谱 
投影 9, 使 得 la — ell, < la ~ el. 此外, 如果 a 之 9， 则 
lla”? 一 plh < 13lla — pl 
ir. ik ec (0, +), a= f ìde, UE 
q = hs ess 和 一 ce 一 Ce 9 一 1 一 4 一 4 


当 2 六 [一 es。 EI1U(l — e, 1 时 ， ja — al zee >—, Bit, 


L clans < Ke — dahi < le? — al 
< Ia — Palk + ple — PN 
+ |p ~ all, < 3l — all, 
Bla < Sle — alls, HH, loa <s, leg — alls, M 


— 


Ms 
ls ~ gll < llag — ala + loads 


+ legila < 28 + Slo — plee 


in lo — ovr < E, ie = = llo— Pli, D 


lla — af, < Bila — ply, 
从 而 ,le — Pll: < le — all + lle — gl < lle — Pl, 如 果 jie 一 
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oll’ > 一 ， 则 直接 有 


lg — Plle < Walle + fle — el, + lalh: <2 
+ Call; + lelle — ply? < lla — pla 
+ (llall: + IPN < Illa — pili. 

今 设 a 之 0。 用 前 面 的 符号 ,有 

latg — all ce, latigl <6”, 


于 是 由 前 面 所 证 的 qs < le 一 Ph. 


= |r 


ja? 一 ql < leg — qll; + Ilo? aill. 
+ {la gall < s + e + lgl: < 8 


+ e + Sle — pla. 


H le — Ply < i Bem la — Ply, wf 


Ja? — gle < Tla — pl + lle — Phy < le — Ply 
前 面 已 证 ,这 时 jg 一 pl < 9lla — Pl, Bast. 
le” — ple < lla — Plh + la? — all 
< lo — pli? + lla — ally" 
< (s + 7 )le— ale 
< 13a — aly’ 


如 果 Yo — pi? > Se; WERA 


Jo? — pla < [iol] + Hell <2 < 13a — pl, 证 毕 . 
引 理 7.2.2 设 加 ,9 是 好 的 投影 , 则 有 对 的 部 分 等 下 元 e, E 


得 
ww SP, ww* <4, lw — ph < Hle — all, 
7k. ROKR 89 = wb, MOsms<l, wtw Sp, ww sS 
q. 注意 | 六 一 pl = lela — Pei S lg Pls WIE 7.2.1, 
fè — pl < 13148? — Pl < 131g 一 zl。 于 是 ,由 wp =o, 
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læ — Pl, < lle — api], + flap — Pll, 
= llw — bla + Ca — Pell, < ile — al 
+ lg — ll, < 13g — zl + lle — ella 
当 j — Pil < 1 BDL — lle << la — ples 当 lg 一 Pll, > 
1， 则 直接 有 |w 一 pl; <2 < 14g 一 all. DEE. 

引 理 7.2.3 iui M 的 西元 , w 是 M 的 部 分 等 距 元 并且 
uw*w = w, SH ile — wl S le — ih. 

证 。 由 于 Ge 一 wu — w) =1— ww*， 于 是 

la — wll} = p — ww*) < |g — w)| 
+ Jofel — w*))) SE — wll, 
+ i} 一 me*l = 2ilw — ia 证 毕 . 

引 理 7.2.4 设 p,4 是 好 的 等 价 的 投影 ,， 则 有 对 的 西元 x， 使 
得 

q = upu*, Na — 1h < 36l 一 ql. 
证 ， 依 引 理 7.22, AMABDSET w, EE 
ww sp, ww* <q, læ — pil, < 14e — all, 
由 于 MM 是 有 限 的 , 依 命 题 6.3.2, Ave M, 使 得 v*v 一 一 u*w, 
vp* = q — wu", 

又 依 引 理 7.2.2, 有 部 分 等 距 元 wE M, EB 

wiw, S1— Pp, ww C1 — 4, 

lw. — (1 — Pl, << 14llp — ally, 
依 命题 6.3.2,1-P~1—¢7, BERRA nE M ,使 得 ohn = 
l—p¢— wtw vw = 1 — q — mwr, 

Sir u= wto t mto, Wee M 的 西元 , HE g = 
upu", 注意 lw + a — 1h < lw — Pl: + lle = G — PL < 
28jip my alli", 又 ulw + mw) Cw + w) = w + m, 依 引 理 7.2.3, 
jw + um al Sof 2 lw + w L < ție — ale cau, 

fu — ik < lw + wi all: + lw + w — 1h 
< Blip — all + 282 — ails”, 
4 lp 一 外 和 1 了 时， 即 有 le- ilhs 36lle — all. oR lle 一 
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ql. > 1, WHBAlle 一 1] <2 < 36le 一 4l". TE. 
定义 7.2.5 M 称 为 满足 有 限 膛 近 条 人 性 的 , 指 对 于 允 的 任意 有 
限 个 元 a1,*…, am 及 8 > 0, FEMMARA* FRAN RNA 
FE bist tty bmo EG 
la; — bil Re, 1 <icm, 
在 下 面 的 引 理 7.2.6 一 7.2.9 中 , 均 设 M 满 足 有 了 眼 逼 近 条 件 ,并 
县 所 说 好 的 子 因子 均 包 含 寻 的 单位 元 ， 
引 理 7.2.6 ”对 好 的 任意 元 …-，om Re >, 存在 MM 的 
《Ir》 型 子 因子 N (n 充分 大 ) 及 NN 的 元 bistre bm, EE 
la; 一 žil Se, 1<icm, 


i. 首先 对 二， AMARE FRR A, 及 4 的 元 01,…， 
cm， 使 得 la; — cil SS l<icm, 无 妨 设 1€ 4, ROB 


6.7.4, 有 4 的 相互 直 交 的 中 心 投影 {xi}， 使 得 254i 一 1, 且 每 个 


Ai = Azi 是 有 限 维 的 因子 。 于 是 对 每 个 i 又 有 4; 的 相互 直 交 
的 极 小 投影 {Pf}, EA a? = zi Œ 4; 中 :区 ~ pp, F 


是 有 wPE Ai, EH 
wP = p$, Ww ev p = =p wP wP = py, Vi, 
Fait, {wP wP ja 是 4 的 矩阵 单位 ,进而 {eff = wo hii 
是 4 的 基 . 因 此 ,我 们 只 须 对 充分 小 的 6 > 0 (8 依赖 于 e ctts 
cms FRM Cs) BTAFN, RN AT oPh, BH 
lof? — ofl <8, Vi, i. 
取 充 分 大 的 n, 使 得 I< oF, HME GL) 型 因子 , 依 命 
题 7.1.3, 对 每 个 i, 可 找到 相互 直 交 的 投影 {4 入}， 使 得 
WP <P, PCP) = 27", Whe 


p (a ti} Z a) <7" 
REIRME r) NFHTN, 使 得 {eG hiincN. 如 果 
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& vi) = wi? >, aP, 则 
(ai? — a O — of) = pl — D1 of, 
[4 > 
因此 , tos” — ol =o x? — Sal) <2 <0, vi, i, E 
k 


ER, 
引 理 7.2.7 对 对 的 任意 元 m，…，an RRB P, 8 > 0， 如 
果 @(p) 一 2"， 出 存在 的 〈[z) 型 于 加 于 N， 这 里 Se, 及 
六 的 元 六 +s bn NAR 9, 使 得 
lla; — a: <e, L<i<m, lp? — ql, se, 
eg) = 2°", 
TE. 依 引 理 7.2.6, PRM Cy) TAT, 这 里 > 之 ”及 
NN 的 元 bastt*s bms 使 得 
eT 8, t<sicim, |P — dani <8, 
“这 里 3 > 0 待定 ,并 无 妨 设 bhu = bma It 
$= 2bm+Ćl + bi D 1 7 
显然 SEN, lls 注意 P= PU + 2) :， 因 此 ， 


z L (bp) = + Baa) (ban — PAO + p) 


+ A (p 一 bmi) Pe 


从 而 ， le- pho. 依 引 理 7.2.1， 有 5 的 谱 投 影 9,， 使 得 
la 一 Alle 委 9 全 — pl? < 150", 于 是 ， 
| pCa) = 277| le 一 a)! < le a all <= 158%, 
SIN WEE ¢, 使 得 p(9) 二 2" He S> AREIS Aa M 
la — all? = lela) — 277| < 1587, HHE, 
la 一 Pih S ig 一 qil + ilg, — ell 
< 158% + 4/158, 
今 只 须 取 8 > 0, Hesse, 且 15074 W15 6" <e, MERE, 
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引 理 7.2.8 对 对 的 任意 元 as't, an, BE P, AH PH 
E: p(y) 一 2?，bai 一 af =a 1Sicm, WER & > 
0， 存 在 对 的 Clr) BAT N, 使 得 + >n, PEN, 并 且 有 NN 的 
元 六,……，5w， 满 足 
pb; = bip = bi, lla; — oj Se, 1 Sim, 
此 外 ,如 果 PEL, RE LEMAD (hs) ETAT, WR ETA 
取 上 面 的 NDL. 
证 ， 依 引 理 7.2.7, AMA (Lr) 型 子 因子 4， 2E, >a, 及 
有 4 的 元 Ersa Cms 4 的 投影 4， 使 得 | 一 eil <6, 1Sigm, 
le — al: <8, pq) =2", KES >ORe. Th r~g 依 
引 理 7.2.4， 有 邓 的 西元 u, 
p = u*qu, lu — Lh < 36llp — ql < 368", 
ft N = au*Au, EMA Cr) 型 子 因 子 , 且 PEN. HL sis 
m, 设 b; = pu*cup, WJ hEN, ph; = bip = bi, K 
le; — bil < lu" ciu 一 ail < llc; 一 uau" il 
< lle; — ailh + lleu — naili < lla; — cill 
+ Zollis — tl & 8 + 72{lajla'*, 
SRM # > 0， 使 得 8+ 7258 imax ai < e BITT. 


今 设 PEL, KELEME Gr) STAT. 取 工 的 相互 直 
交 的 极 小 投影 = Pi, Pay ss, Pr, WEF 1.5.6, M 空间 上 * 问 构 
于 MBCA), 这 里 dim OF = 2", 这 空间 * 间 构 同 时 把 工 变 
成 LBC) = Cls DB(A) (CE 是 M 的 作用 空间 )。 依 
AME, EMA Gy) 型 子 因子 4、 这 里 ran, HE pe A, 
HEH AAR biste, ms 而 lla — File, Pbi = bip = bis 
1<icm, BR, Ps bisto bn€ Ap 由 于 plp) = 27, Ar 
4 同 构 于 2 BP. NE ADBA) 依 前 面 
2 iq] * AAR WNEMA r) BATHE $, hott 
bmnE N, toh, Lo = Clec Al, LCN, 证 毕 . 

引 理 1.2.9 MAHER usto Gm, 及 6 >O, XËLE 


. 3i3 e 


Mi (lL) 型 子 因 子 ， 则 存在 M B Or) BFR FNERND 
Biss, bm, ER 
ron, LCN, lla — dias, 1 Sim, 

3E, 设 {2;|1 S; <27) 是 工 的 相互 直 交 的 极 小 投影 族 ， 
{w CL, E w = p, wwi 二 wiwy = Pis Yi. 记 也 一 
Ps ajg = wha, 则 Pain = ainP = airs VI SI,7Q2", 1S 
kim, 于 是 依 引 理 7.2.8, AMK (Or) BAT N, i > 之 
ns LON, FANII biro TH hajr — birl <8, Yis ja 大， 这 
He>0, H2e<e, & b= D wibigwh, BREEN, 1 S 


kam, HER 
a = >) piai = >) wih aww? 
i 5 
oe >, WiDjiRW} s 
FÆ, la — bil << D lar — birl Ee, 1 Lkm, 证 
全 
HE, 
命题 7.2.10 ”如果 邓 是 满 直 有 限 逼 近 条 件 的 《ID) 型 因子 ,并 


且 对 还 是 可 数 生 成 的 , 则 存在 
1eMiC-CMHeC. CM, 


这 里 M, EMHC ASAT, Yr, BUM, EM He aM, 
Ma) FH. i 

证 . 设 {an} 是 M 的 可 数 生成 集 ，, 依 引 理 7.2.9， 可 以 构 作 
1 € M,C- CCM pCO CM, 这 里 对 于 每 个 ky M,, JEM #9 Ch) 
BHAT. #84 BW, -2, bwe My» 使 得 l 


We — ail < Fo TSHR 
Ault, U Ma 在 好 中 是 o(M, M x) FRI. 再 将 {M,,} 播 补 起 
R 
来 ,就 可 得 到 所 要 求 的 【M。。 证 毕 。 
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定义 7.2.11 N 代数 好 称 为 起 有 限 的 , 指 存 在 正 整 数列 {p} 
RIEM, CCM, C- CM, 这 里 Mo, 是 M 的 (1p。) BF 


因子 , Yn， 使 得 U Mp 在 村 中 是 oCM , My) FAHD. 


依 命题 3.8. 3, 这 时 必 有 Pal Pras Y 
SEM 7.2.12 vN OLA HRI A REND, ee EM HARD 


米子 代数 的 递增 列 {M。}， 使 得 UM. 在 对 中 是 of M, M,) M 


的 . 

定理 7.2.13 AME (L) BAF, 则 下 列 等 价 : 

1) M 是 超 有 限 的 ; 

2) 对 是 有 限 逼近 的 ; 

3) Blak e a r 即 对 于 对 的 任意 
元 a,…，am 及 > 0, HEMMER Be FM NEN 的 
bitte, Pay 使 得 lo; — a], Se, 1 <i am: 

4) 对 是 可 数 生成 的 ， 并 满足 超 有 限 条 件 , 即 对 于 对 的 任意 元 
mon 及 8 之 0, 存在 好 的 子 因 子 NOGEN), BNW 
六 使 得 lla; — bilh <e, liga, 

aE, AL) 推导 2), 2) 推导 3), 4) 推导 3) 均 是 显然 的 。 引 
理 7.2.6 指出 3) MA 入 ， 此 外 ,命题 7.2.10 指出 3) MAI). 证 
t, 

引 理 7.2.14 设 4 是 (UHF) 代数 ( 见 定 义 3.8.2), 则 在 4 上 
存在 唯一 的 迹 态 p, BI PEA, IBY plab) = pba), Wa, bE A, 

证 。 依 命题 38.3，4 (BO. tn HEDSKER. 每 个 
BC 8 m) 上 自然 有 迹 态 p。， 再 依 命题 3.8.7, Q pa 便 是 4 上 的 


PAS. 此 外, A J 4a; 这 里 1e ACs CAC CA, 并 且 


Ax AF BCX p), Vo. BIR BCC) 上 的 迹 态 是 唯一 的 。 
因此 ,4 上 的 迹 坊 是 唯 一 的 。 证 毕 . 
定理 7.245 MAMMARY CL) DATEER H M 
的 。 
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证 。 设 M; 是 超 有 限 的 (IL) BAT, of 是 Mi 上 唯一 忠实 的 
正规 迹 态 , 它 产 生 Mi 忠实 的 循环 w*- 表 示 [ms 3, i}, AR 
wi(M;) 也 是 超 有 跟 的 《IL) 型 因子 ,: 一 1, 2. 

设 4 是 12) WAY (UHF) 代数 , 依 命题 7.2.10 及 定理 7.2.13， 
将 有 4 到 (M) pi * RH D, E OCA) 在 (M) 中 是 
o- PAR. HIG, (4 JEn 十》 是 4 上 的 迹 态 ，; 一 1，2。 依 引 理 
7.2.14， 

(Bb) = (Cader, E), Va€ A. 
如 果 命 uD(a)5 haa ,(a)E2, Woe d, 则 u 可 扩张 为 a, 到 Es 
LAERT, HEA u®,(a)u* = Ca), Va€ A. Ki, 
um( Mi)au* = (M2), 
dim, M: 与 M, Æ x Ai. EE. 

命题 7.2.16 设 M 是 有 限 的 N 代数 ， 并 且 M 是 起 有 限 的 。 则 

MEAT. 
i. MCB), x 是 外 的 中 心 投影 并且 > 六 0, 1， 于 
是 有 Z BARE E, gp ER 
zě = E, en = 0, . 
oe TRA (UHF) 代数 ACM, 164, HH AEM 
中 o- M 是 有 限 的 ， TEAM BR ot ERR 了 一 一 中 心 值 
的 迹 ( 见 定义 6.3.13), W CTC DE, E), (TC ns 4》 都 是 4 上 
的 迹 态 。 依 引 理 7.2.14，《TKe) 站 > E) 一 《T(a)n, a), Woe 4。 进 
而 此 等 式 在 M 上 成 立 。 特 别 地 ， 
1 = (a8; E) = (Tle) E, E) = (Tens n) 
= Can, "> 一 0 
矛盾 。 所 以 ,对 是 因子 . 证 毕 . 

命题 7.2.17 MEHAR CL) ANF, {2} 是 任意 的 
正 整 数列 ， 满足 Pal Pesis Wn, PaO, 则 在 在 1€ Mp C 
CM pC CM, 这 里 Me, EME (L,) BAT, Yn, 并且 
LJ M>, EMH o(M, My) REN ` 
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3. HEME CL) 型 因子 , 依 命题 7.1.3, 可 取 
1cNC-…CNC.- CM, 


使 得 N, EMH Go) HAT, Ve. RNEUN, 的 弱 算 子 


闭 包 , 由 于 NCM，N 也 是 有 限 的 ， 依 命题 7.2.16, 及 ps 一 %， 
入 也 是 超 有 限 的 (IL) 型 因子 。 依 定理 7.2.15, 4 NAMERI x 
H D, & M,, 一 CN,)，Yn， 则 {Mo} WEAR. TE 

注 本 节 见 参考 文献 [361，[731，f[76]， [133]. 


$ 3. 构造 (ID 型 与 4II) 型 的 因子 


定义 7.3.1 (M,C, ea) 称 为 协 变 系统 , HME vN 代数 ,G 
是 离散 群 ,a 是 G 到 Au (M) 中 的 ( 群 ) 同 态 ， 这 里 Aut (M) 是 
MM 到 M 上 * 自 同 构 全 体 所 组 成 的 群 ， 

Sit (M, Ga) 是 协 变 系 统 ,并 且 以 的 作用 空间 是 OC. # 
KK Hilbert 空间 QPC), FEX 

(x(a)EN8) = ae aCadé(g), CACAE)( gE) = ECA) 

Vg, REG, a€M, EE KONG). RITA ~ 

命题 7.3.2 x 是 M 在 QNG) 中 忠实 的 w*- 表 示 , 4% 是 
CGE QN) 中 的 酉 表示 ,并 且 

Kg)z(a)i(8)* = xlasla)), Vge Gy， ee M. 
W. r PREMERA 设 网 {a}cCM, lle <2, 


Wi, Bay 0, SHER EC. )e DNC, HE 


x(a), >] 一 pa (ose) C8), Ce) 
< Plaane), E(g))| 
+ Pals 
这 里 E 是 G 的 有 限 子 集 , 因 此 ，r(a) 0, Ra thE w*- 表 
aie 


示 ， 至 于 等 式 i(g)e(a)a(g)* = alala) 可 以 直接 验算 。 证 毕 。 
定义 7.3.3 ZA QPC) 中 由 {x(a}, Ug)laeM, ge G} 所 
生成 的 v 代数 称 为 对 通过 加 的 作用 立 的 交叉 积 , 记 以 MBG, 
BL M@.G = {x(a), a(g)|a€M, gE GY}. 
今 记 F = ORG), #5 a 
F- Dor., Ha = 2, Vee G, 


fr po 为 & 到 &, 上 的 投影 , 于 是 任意 的 ze BCH) 有 阵 
表示 r = (xg dancer 这 里 xen = Porph E BCE), We, AREG, 
对 任意 的 a€ M, REG, HWABR 
ber Ca)p = 8, ,,0,-1€0) PACK) PT = Sane 
Pex(o)ACh) ps = Bo Ca), 

Ws, AEG, 

下 面 设 a 有 这 样 的 形式 : 

aa) = ugaut, Vg€E G, a€ M, 

这 里 gu, EGE 多 中 的 西 表示, 并且 «Mul =M, Vege 
G, 

引 理 7.3.4 HEM rE MOG, 存在 唯一 的 定义 于 G 上 而 
RUT MAR b, 使 得 

Parpi = uzbe ttg, WB, AE G, 

如 果 定 义 P) = 5。， 这 里 < 是 G 的 单位 元 , MOE MOG 到 
对 的 5 — o ERRERA ER. 

证 。 对 a€ M, REG, 由 于 Pex(a Chek = 844-yugaug, Q 

net a, 如果 g= k; 
0， 如 果 grr h, 
则 Prx(aACh) PS = uzbe trs WE, hE G. 
一 般 对 于 DT aA), KB ae M, EG, Eki hj, Wire 
i, 2 
a=] aj, 如果 g= kis 
0, SOR gœ 任何 的 ki yy 
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Wi) ps 21 Ca) pF = uy brr tig, YE, hE G. Hea 7.3.2, 有 形 
如 2i x(a k) WEE MQG 中 是 o- MN, AIE, MOG 的 


任意 元 有 所 说 的 矩阵 表示 . 
由 于 B(x) = papt, Ak, 9 是 " 一 “连续 的 。 XE x 一 
Cufber-iu) EMQG, HM D(xx*) 一 D. bbž, HU, OBE 


的 。 证 毕 , . 

引 理 7.3.5 设 9 是 M+ 上 忠实 的 半 有 限 正 规 迹 , 并且 它 对 G 
KE, Hl plala)) = pla), VEEG, aE M,, R d= peo 是 
(M@.G), 上 忠实 的 半 有 限 正 规 迹 ， 并 县 p= bor hsb, GE 
有 限 的 ,当量 仅 当 ,是 有 限 的 . 

证 。 如果 x = (ufbrru)E MOG, W 

O(xx*) = >. bb, @(r*xr) = > u rbzb iij 
Ait, $= qo f (M@.G), 上 的 迹 ， 又 FB 是 0 一 o 连续 的 、 
MA, TER. mR p(xx*) = 0， 是 忠实 的 及 9 是 正 的 ， 
Alt, O(x2*) 一 0， 即 b, = 0, Vee G。 由 此 , 册 是 忠实 的 。 等 
A p = por 是 显然 的 . 

AT 9 是 半 有 痕 的 , 依 命题 65.5.4, AM, et, 
得 sup a=1, H ple) < œ, VI, TE {x(a:)} 也 是 MOG 
的 递增 网 , sup xa) = 1, BR d(xCo:)) = pla) < ©, Vi, RE 
ER <€(MQ.G)., 20, WE b RE grisli < x, 
这 时 依 命题 6.5.2， 

OaEa(a,)zt) = eCan) ire(a,)3) 
S zlg(rCa)) < oo， 
因此 ,由 也 是 半 有 限 的 . 

Ea Re = pe, p= por, TLS SAR, SHR, 

9 是 有 限 的 ， 证 毕 。 
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引 理 7.3.6 ”如 果 对 是 交换 的 ， 并 且 (M) MOG 中 是 
极 大 交换 的 , 则 MOG 是 半 有 限 的 , 当 且 仅 且 ，M+ 上 存在 对 GG 
不 变 的 忠实 的 半 有 限 正规 迹 ， 

证 ， 充 分 性 由 引 理 7.3.5 及 定理 6.5.8 立 见 。 今 设 MOG 是 
半 有 限 的 , 于 是 ，(M@sG) 上 存在 忠实 的 半 有 限 正 规 迹 4. > 
p = por, HUPE M, 上 忠实 的 正规 迹 。 依 命题 7.3.2， 及 中 是 
W, 

pla,(a)) = Shr a))) = PEAL PIELER 
= plela) = ple) 

Vae M4, 8E G, Abt, PE G- 不 变 的 ， 

现在 证 明 这 样 的 事实 : 对 任意 的 rE MOQ.G, x(O(x)) € KY, 
这 里 K, 一 EO ree EMOH) KiE K. HERBST 
AR. 

I x = (užb tue) 如 引 理 7.3.4, 是 对 的 西元 ,于 是 

pew(u)*xx(u px = uz OCr)u,, VEE G, 
进而 
py ph = ugP(x)ug, VEE G, y€ KY, 
由 于 kr 是 (86H), BAFHIDOKROTR. RMBRRN, 
依 Kakutani-Markov RARER, Bae K*、 使 得 对 对 的 任意 
西元 xz， B xo = a(u)"ralu). 但 (M) 在 M@.G 中 是 极 大 交 
FAR, Alb, nE x(M), 即 存在 ac M， 使 得 Xo 一 x(a), 已 经 
指出 | 
PeXoPz = uFO(x)uy = Be (O(x)), Vee G, 

所 以 ，a = PC), Bl e(O(e)) = x € KP, 

有 了 上 面 的 事实 之 后 ， 我 们 来 证 明 平 的 半 有 限 性 .. 设 SEM 
的 非 零 正 元 ,于 是 (a) 也 是 MOG HIESET. AMA M.G 
的 非 等 正 元 r< rla), EB %(x) 二 oo。 由 于 邓 是 交换 的 ,因此 

O<y¥ S rla), Wye KY, 


1) WR [22]. 
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特别 地 , O<2(G(r)) Selo). Alt, 0S OC) Sa, BYE 7.3.4 
的 证 明 实 际 指出 @ 在 《M 名.G) 上 是 忠实 的 , Bi, OG) <0, 
ARMER plpa) < o, 

BOE) = r PRAW (n}CK., Aan, ¢ 
是 半 有 限 的 ， 依 命题 6.5.4， 有 (M06) 的 递增 网 和 y,}， sup Y: 


= 1, dy.) < o, Ws, RAR 6.5.2, 对 任意 的 指标 1, * 
PCy) = pryt) Spx) = HX), 
依 命题 6.5.3，%Cyrzo) = mlysx1) <b), MMT EER 


的 ,并 依 命题 6.5.2, | ai 
PPJ) = Ar) = ipla yri 


ars limd(y,x9) <, 
fi 


证 毕 。 a 
BIR 7.3.7 如 果 M BC 由 极 大 交换 的 WN RH, HE 
M N Mu = {0}, Yg = c, 则 x(M)  M@.G 中 是 极 大 交换 
的 ， i 
和 证。 设 * = (užb ug) € (MQ.G)Nx(M)’, HF ax(a) = 
nCa)x, 可 见 dupa = abyuz, Woe M, g€G, (AME HE 中 是 
航 大 交换 的 ， 因 此 ，irure M 站 Mus，Y8 & GC. RBE, br 一 0， 
Vetere, Alt, z = x(O(e))€2(M). 证 毕 . 
引 理 7.3.8 设 xCM) 在 MOG 中 是 级 大 交换 的 ,并 且 
` {a€ Mlafa) =a, VEE G} = Cj es. 
则 M®O.G BAT. 
证 。 设 > 是 M@.G 的 中 心 元 , 它 特别 与 M) 交换 , 因此 
有 se 对 ,使 得 x = x(e)， 依 引 理 7.3.4， 易 证 对 任意 的 LE G， 
© CK) = (Srei) E€ CM BGY, 
特别 地 ，w( 克 )x(a) = rlaJulk), Wik, 
taut =a, WREG, 
Ri, a= Ale, BU, MOG EAF., WP. 
23216 


定义 7.3.9 (G, Q, u) 称 为 群 测度 空间 , 指 吕 是 具 可 数 基 的 
局 部 紧 Hausdorff 空间 ,站 是 9@ 上 正则 Borel WE, G&H oza 
上 的 同 还 所 组 成 的 可 数 离 散 群 ,并 且 站 对 于 G 是 拟 不 变 的 , 即 对 任 
意 的 g€G, Ke < Bs 这 里 d peg “) = ae g), 而 一 表示 
z 对 于 的 作用 。 ` 
TR. ty 一 于 是 存在 2 上 的 可 测 函 数 pC +), PBI 
ret) < 00, Pp Hs zf ~ ) = duk). 申 于 G 是 可 数 的 ， 
我 们 有 
faalt) 一 ee P.pin, Yg, hE G. 
定义 7.3.10 i$ (G, 9, x) 是 群 测度 空间 ， 
1) (G,@,4) RABH HIERN LEG, gee, 
u({2€ Ql ig =) = 0; 
2) (G, Q, p) 称 为 遍历 的 , 指 若 有 8 的 Bori FRE, 使 得 
对 任意 的 LEG, A 
a(CEUER)\CENEg)) 一 0， 
则 aE) = 0 或 者 (AE) 一 0; . 
3) (6,2, 2) BRYA MASE OM Bord 子 售 全 体 上 的 
o- 有 限 测 度 >。 使 得 > 对 于 G 是 不 变 的 , BB av( g) 一 cee )» 
Wee G, 并 且 vm py 
4) (G, Q, 4) 称 为 不 可 测 的 , 指 它 不 是 可 测度 的 。 
今 设 (G, 0, n) 是 群 测度 空间 , 令 
OF = 10, u), M = {mlj E LC, v) 
这 里 m, 是 LO, u) PRI 的 算 子 , 依 定 理 5.3.13，M EZ 
中 极 大 交换 的 VN 人 代数。 对 任意 的 ee G, 令 
Cf Y= re Hg), VIER, |. 
BE 2u ECE © 中 的 西 表示 , 并 且 
usm, = m, VIE L*(Q, 2), BEG, 
5X BC+) = FC - 8). RR a alm) = umuz, WCM, G0) 
是 协 变 系统 ,并 且 有 F = LPG) 中 的 WN RM: MOG. 
引 理 7.3.11 MR (G, O, x) 是 自由 且 遍 历 的 ， 则 CM) 
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EMAG 中 极 大 交换 。 {ae Mla(a) =a, VEE G} =Clye, 以 
RM®.G BAT. 

证 ， 要 证 (M) 在 M 色 .eG 中 是 极 大 交换 的 , 依 引 理 7.3.7， 
只 须 证 MN Mus = {0}, Yg =e, 

t g~e, & Fs 二 {1€ Olig = 1}, HT (G, O, a) BB 
由 的 ,因此 ,下 是 eSB. mU O\F,, 可 以 设 Fe 一 
D., D m, = mzs € MNMu XE fh, hE LQ, e), Hid 
E = [1E Olf,@) 0}. 对 每 个 CO, 由 于 : 关 ee, CROW 
EAKA WAWR V, EB V, 门 Vg = Ø. BR LV, |2€ 0} 
是 9 的 开 复 盖 ， BoRS, Mion SH {V.}, E 
V.0V.g = Z, Yn OB LCE) 之 0, HA e(VNE) > 0, 这 
里 了 一 RAV. AMARA ORY Borel FRFCVNE, 使 得 0 < 
UCF} < 00, Hom; Xs = Mttr, l 

PXL = fede EXE) PPn; 
4 1E FR 时 ,让 于 FCE, OXG = 0， 男 一 方面 ,FFg 一 
D, Ak e&F. RES x(F) >00 AFE. KU, E) = 0, 
Bil fj = 0, M N Mu, = {0}. 

HE FE L°(O,n), uzmu, =m, YEG, 于 是 , d= 
F), PP, YEG, CHR 1 一 f 如 果 了 不 是 常数 , 则 有 实数 
riot, 使 得 p(B) 0，PKCGNRET > 0, XE E ={rt€ Olr,< 
IO 过 7)}， 另 一 方面 , (Ce) —(@) PPn, 及 G 是 可 数 的 ,因此 ， 

nH(EUESIM\(ENEgS)) = 0, Vee G. 
HF (G, 9, e) 是 遍历 的 ,因此 KE) 一 0 RA AKCONE) = 0, 
了 矛盾。 所 以 ,了 是 常数 , 即 

fac M |ala) =a, VEE G} = Cle 
再 依 引 理 7.3.8, M@.6 是 因子 .证 毕 . l 

引 理 7.3.12 % (G, 0, 2) BEHBIM, IEA ak 
Borel TREK EN c- AME v, oN GRRE, v~ u, A 
及 v({4}) = 0, Wie 9, 

1) MR O< (0) < co, 则 M@.G Æ CL) BAF; 
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2) 如 果 v(Q) = +0, W MBG 是 M BAF. 

证 ,在 My 上 定义 pln) = | sere. 由 于 v ~ x， 因 
此 是 忠实 的 ， 设 {m} 是 M+ 的 有 界 递增 殉 ,zm 一 sup my, R 
TERE 5.3.13, L°CQ, g)+ 的 网 {fr} 依 CL CO, u), L'CO, 4)) 
WAFL AF > ~ 4， 这 个 收敛 中 的 测度 只 换 以 > BRIL Y 
是 oc- 有 限 的 ,于 是 可 写 = U E», {En} 是 4 的 Bord 子 集 递 


增 列 , 并 且 (En) < 90, Va, Bik, Xe, € L(Q, v), & 
人 see 一 | Mado, Vo. 
进而 


spf fdy = { suphdv, : 
即 平 是 正规 的 。P 的 半 有 限 性 由 vo- 有 限 立 见 ， 此 外 。 由 于 + 是 
G- 不 变 的 » 


pe = | flis)ave) = [fav = plm), 


Vm E M}, EEG, IPH G- 不 变 的 。 今 依 引 理 7.3.6, 7.3.11, 
可 见 MOG EARNS. wR (0) < 0, PRAIA, 
依 引 理 7.35，MG@。G 还 是 有 限 的 加 子 . 如果 x(8) = +o, PH 
不 能 是 有 限 的 , 依 引 理 7.3.5 及 命题 7.1.2，M @.G 是 无 限 的 因子 ， 

今 只 须 证 明 MOG. EER. 任意 取 邓 的 非 零 投 影 p, E 
得 pl) < co。 做 引 理 7.3.5， 册 一 pd Æ (MDG) 上 忠实 
的 半 有 限 正规 迹 , 并 且 p= dor, Hik, Help) <. kiri 
7.1.2, epee MOG 的 非 零 有 限 投影 。 如 果 MOG 不 是 连 
续 的 ,可 以 认为 MOG = BCH), KB OC 是 菜 个 Hilbert 空 
闻 , 于 是 dim x(p).26 < oo。 由 此 可 见于 将 包含 ( 非 零 的 ) 极 小 投 
g (<r), 这 与 ML = 0 (We 2) HF. Ait, MOG 是 
连续 的 。 证 毕 ， 

引 理 7.3.13 设 (G, Q, p) 是 自由 且 遍 历 的 , Ee, 则 
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M@.G 是 《TD 型 因子 . 

I. mR MQG 是 半 有 限 的 , 引 理 7.3.11 已 指出 (M) 在 
MOG 中 是 极 大 交换 的 ,于 是 依 引 理 7.3.6, M, 上 将 存在 对 G 不 
BEA SAE AD ERIE BLE p. 对 2 的 任意 Borel FRE, 定义 

ICE) = pl mr)» 
则 > 是 测度 ， PEER, A r~u 9 对 G 是 不 变 的 ,所 以 > 
对 G 也 是 不 变 的 。 9 是 半 有 限 的 , 依 Zon 辅 理 , 存 在 对 的 相互 直 
SERB {Pires EA 2 Pi = 1, p) < co Y, 又 2 RR 


mam L(A, x) 是 可 分 的 ,因此 4 是 可 数 的 。 命 Bam, es 
> A CE) =p) <, K 


»(o\ Ue.) \ =o (1 一 Zr) = 0, 

Alk, r E o- 有 限 的 ， 这 样 便 与 《6G, Q, a) Aas 
E. MA, M&G 是 (ill) BAF. iE. 

引 理 7.3.14 ie (G, Q, u) 是 群 测度 空间 , 令 - 

= {gE GreekpD = 1, pp.p}, 

则 G B WR (Go, Q, u) 是 遍历 的 ， 并 且 CMe 
Ri (G, Q, p) 是 不 可 测 的 ， 

i. BAG 是 G 的 子 群 。 今 设 〈Gs，9,， p) 是 遍历 的 ,并 且 
Gœ G. MRA OW Borel 子 集 全 体 上 的 -ARME v, v 对 
不 变 , 且 > ~ 请 ， 于 是 对 任意 的 8E Gos BF mr 一 下 一 了 一 ve 


fe Cdvl) = dult) = dul tz) 
Z i Crgydo(ie) = oe (ig) ave), 
因此 ， a C) = ae (eg), P-P, VEE Go。 今 (Go, Q, u) E 


万 的 , 仿 引 理 7.3.11 的 证 明 ， dE G) =F. peu. Aik, ext 
G 也 是 不 变 的 , 即 G= GC, FB. ACG, Q, u) 是 不 可 测 的 ， 
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总 结 以 上 ,我 们 有 
定理 7.3.15 it (G, Q, p) 是 自由 且 遍 历 的 群 测度 空间 , 命 
Æ = LO, y), M = {m,|f€ L*(9, 1)} 
《us 站 Ca = rg), VIE CE, BEG 
aem) = umus, YEE L°(O,a), EE G, 
其 中 duel) = rdu), Vee G, 

1) 如 最 还 有 8 的 Borel FRERE o- AMME v,” 对 G 不 
A,» ~ wy (ith) = 0, V1€ 9, 则 当 0 < ela) < cof}, M@.C 
是 OD BAF% (9) = +0 Kt, MOG 是 s) BART; 

2) 设 Ge = {26 Glre@)=1, Pp.p-p}， 如果 (Go, Q, 4) 也 
是 遍历 的 ,并 且 Gœ G, W MD 是 on) RAF. 

fil, 一 纵 贺 再 群 2 一 {zk Cif z| 一 1}, WARRE, O 是 
紧 交换 群 。 设 上 是 O 上 的 Haar 测度 , 且 p(G) = 1, G 是 9 的 可 
数 无 穷 子 群 ,G 对 & 的 作用 BD ASE, MR Eke QR Bore 
子 集 ,使 得 | 

HCCEUEg)\(ENEg)) = 0, YZE G, 
{2"|2€Z} 是 LO, u) 的 直 交 规范 基 , 于 是 可 写 
Xela) = $) haz", 
由 此 ， i 
> Anz” == Kala) = Xgleg) 


= >) Longezr， P.Pips WEG, 
”x 


Ar la = 0, Yn * 06, BH HE) = 0 或 者 CNE). KH 
(G, 0, u) EER. BA, (G, 0, u) 也 是 自由 的 ,上 对 G 是 不 
BA, wich) =0, W260, KER 7.315, MQ.G Æ OL) 型 
因子 ， 

钢 2. 8 = R， 依 实数 加 法 是 局 部 紧 交 换 群 ， 设 是 0 上 的 
Haar 测度 , x08) = +00, GË 0 的 可 数 无 穷 狂 子 群 (比如 有 理 数 
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的 全 体 }),，G 对 8 的 作用 a 为 实数 相 加 。 当 然 《G, 0, 2) 是 自由 
的 ,上 对 6G 是 不 变 的 ,ps({9}) = 0, Vee O. Si ES OW Borel 
MCLE UCE tI\[ENCGE + 1)]) = 0, YEG, 

BE sfm, 一 mys WE G, ZE >u, HOC LO, p) 中 的 
正则 表示 。 由 于 CG 在 @ 中 是 稠 的 , 因此 对 任意 的 nE Q, mn, = 
uM xr. 从 而 “u(E) =0, 或 者 uCOE) =0, Bp (G, Q, k) EN 

Fa. REM 7.3.15, M@.G Æ (Ue) BAS. 

P3. i (Q, u) 如 例 2， 定义 . 

alps ayy = en ta, NE Q, 

这 里 G={(e, o)ipe > 0, ps 0 均 为 有 理 数 }, 于 是 {G, Q, u) 是 
自由 的 ,显然 上 对 G 也 是 拟 不 变 的 . 令 Go 一 {(1, ole 有 理 数 }， 
RP 2AE, (Gos Q, a) 是 遍历 的 。 又 显然 G~ G, WER 
7.215, MQ.G 是 《ID BAF. ; 

定理 7.3.16 在 可 分 的 Hiber 空间 中 ， 存 在 着 五 类 因子 : 
(ln), Ue), Ch), CL), (ID BRAT. 

关于 《II%) 型 因子 , 它 实际 上 可 以 从 ( 瑟 ) 型 因子 构造 出 来 . 

命题 7.3.17 因子 M Æ Cl.) WI, SHNA, M = NG 
BCS ..), ZENE CL) WAF, &. BLABY Hilbert 2 
(al. 

i. HME UL.) 型 因子 ,任意 取 定 M 的 非 零 有 限 投 影 p, 并 
命 {Pha 是 必 的 相互 直 交 的 投影 极 大 族 , 使 得 如 ~ 7, Vi. FE 


4 一 1 一 DAS? 依 命题 6.4.5, 指标 集 4 是 无 穷 的 ,从 而 ， 


l= >) 所 十 9 一 dP, 
Ea EF | 
因此 ,存在 村 的 相互 直 交 的 投影 族 {hea 使 得 
Sal, qr~p, Vi 


tea 


由 此 ，M = MQB( -), ZE M, 是 (L) BAF, dim a= 
"A RZ, WEA 6.9.12, OL) WATS (L) 型 因子 的 张 量 积 
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是 《It。) WAF. TER. 

KF 0.) 型 因子 ,还 有 一 个 直接 的 构造 方法 . 

GERR, >lo r DEGE PCG) PHE AE 
则 表示 , 即 

OC) = Het Cp IOa), WIE PCG). 
fr R(G) = [|g G)", 它 是 PCG) 中 的 YN 代数 ， 

引 理 7.3.18 RCC) 是 o- 有 限 的 有 限 vN 代数 . 

w. 对 每 个 g€G, > €,0-)=8- > 8 CE PCG) 的 单 
MR. 在 RCG) 上 定义 p(a) 一 《age， Ee) (Ya € R(G)), 这 里 < 
是 G@G 的 单位 元 ， 于 是 ,9 是 R(G》 上 的 正规 态 ， 如 果 ae RCG), 
使 得 a8. 一 0， 则 

O = fo abs = af gibe = abs, WEEG, 
但 [ezlge GIE PCG) 中 亚 , 因 此 ,一 0， 即 9 也 是 忠实 的 、 此 
dh, BW pCa) = pale), Ve, AEG, APE. 依 命题 
6.3.15, R(G) 是 o- 有 限 的 有 限 YN Rt. IEE.. 

定义 7.3.19 BRAC RRO TCIRSRSNS, 简 记 为 1,C:C.， 指 
对 和 任意 的 gE€ G, gœ e, 2 的 共 斩 类 {Agh"|4€6 G) 是 G 的 无 穷 
FR. | 

命题 :7.3.20 ”如果 G 是 I. C.C. 群 , 则 RCG) Æ PCG) 中 
A CI) 型 因子 。 

证 。 设 a€ RCG)N RCG》， 则 对 和 任意 的 g€ G， 

at, = Lealg™!Be = 上 arrBe = fl gab.» 

FÆ, (ae. ) = Cas.-(g - 8), WEE G, 但 aE PCG), 及 
GE 1.€.C. 的 ;因此 Cas) (4) = 0, YA œe, Bae = le, KE 
LEC, 仿 引 理 7.3.18 PE, a= 4, B RCG) 是 因子 。 此外, © 
然 RCG) 是 无 穷 维 的 , 依 引 理 7.3.18，RCG) Æ (L) 型 因子 .证 
毕 . , ; , 
例 .。{1, 2…} 的 有 限 置 换 全 体 组 成 的 群 , 两 个 或 更 多 个 生成 
元 的 自由 群 都 是 1. C.C. 群 . 

命题 7.3.21 设 G 是 1. C.C. H, JAB CANT RE 


- + 323¢ 


列 {G,}。 使 得 G = 【J G;， 则 RCO) 是 超 有 限 的 《II) 型 因子 
it, BANE r, Ulge Gel 是 RCG) AE FH 
数 ,并 且 Ulge Ge] 生成 RCG), MA, RC) 是 起 有 限 的 


(I) 型 因子 。 证 毕 . | 
fA, G 是 {1， 25° …} 的 有 限 置 换 的 全 体 ， Ga 仅 变 动 tt 


a}, H) G= U Ga, 
注 本 书 见 参考 文献 [751, [83}。[87]。 
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第 八 章 = Tomita-Takesaki 理论 


Tomita-Takesaki 理论 是 算 子 代数 近代 理论 的 重要 组 成 部 分。 
在 第 一 章 的 引言 中 ， 曾 经 提 到 第 一 次 党 全 证 实 张 量 识 的 交换 子 定 
理 的 是 M. Tomita， 他 当时 引进 了 广义 Hilbert 代数 与 横 Hilbert 
代数 的 概念 。M，Tomita 理论 的 第 一 个 说 明 与 发 展 , 属 于 M. Ta 
kesaki, 本 章 只 是 Tomita-Takesaki 理论 的 初步 介绍 及 其 特殊 情况 
的 讨论 ,而 不 涉及 到 权 与 广义 Hilbert 代数 等 理论 . 

$1 从 Hilbert 空间 非 退 化 的 实 线性 闭 子 空间 由 发 , 引进 单 参 
数 西 算 子 群 , 共 用 KMS {Kubo-Martin-Schwinger》 和 条件 来 刻 划 它 
(8.1.13). § 2 是 Tomita-Takesaki 理论 的 本 质 部 分 。 对 于 共有 循环 
并 号 分 离 失 的 UN 代数 ,说 明 它 与 它 的 交换 子 之 间 关 系 , 并 引 人 人 模 
自 同 构 群 (8.2.7)， 继 而 用 KMS 条件 来 九 划 模 自 同 构 群 (8.2.10). 
这 些 结果 的 证 明 系 利用 了 $ 1 的 讨论 ,也 就 是 M. A. Rieffel 与 A. 
van Dele 的 途径 ，$ 3 指出 半 有 限 w*- 代 数 的 入 自 向 构 群 必 是 内 
FRE (8.3.6), 这 结果 属于 M，Takesaki ， 在 第 十 章 中 ,我 们 将 
钴 要 它 。 此 外 ,8.3.3 HAAN AAR ERMAN RAR 
间 的 关系 ,这 也 是 十 分 重要 的 结果 : 它 属 于 A. Cones, 


§ 1. KMS 条 件 


首先 分 析 复 Hilbert 空间 的 非 退 化 实 线 姓 亲子 空间 所 产生 的 
tak. . 
EN SLL ORS Hilbert 空间 ,《，,》 是 它 的 内 积 ， 于 
是 H, = H, Ca} = Rel,>) 是 实 Hilbert 空间 |. 设 KH 是 
好 ”的 实 线 性 闭 子 空间 ，%Y 称 为 非 退 化 的 , 指 

HN = 10}, CHH) E H HA. 
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引 理 81.2 设 .9% È A 的 非 退 化 实 线性 闭 子 空间 ,pz。9 分 
别 为 2, Hoe. ior 上 的 投影 (在 CO, HEBER), Q 。 一 
Pf 二 +9,，P 一 9 二 76 是 (p 一 9) 在 &, 中 的 极 分 解 , 则 

1) pi = iq, ip = gi; 

Dekh WHER, 0Sa <2, HA {0, 2}) 不 是 a 的 
点 谱 ; 

3) LEO HEMT, = at(2—a)t, 0 不 是 5 的 点 谱 
并 且 分 别 与 p, ga, 是 交换 的 ; 

4) i 是 &, 中 的 自 伴 西 算 子 , 在 好 中 是 共 辊 线性 的 , 即 
i = — ij, HERH Esne &, 

《车 ， 4) S Cits &) 
UR ip=CA—@)i, igq= (Cl — p)j, je = (2— a)i. 
证 ，1) 设 ye 0, 依照 = LOO OR igg + 
gt, BPG =f. AF a = ig + 10+ ER —y 依照 
,= iN BEA) 
的 分 解 ,因此 
iplin) = ig = — qye 
DEEE K, 于 是 
ip(E + in) = ipE + ip(in) = 1& — qn 
= Wig — n) = gE + in), 
(Hit) 在 Z, HEAK A, i 一 a. 进而 ,Pi = ig. 

2) 由 1) 可见 < 是 8 中 的 ( 复 ) 线 性 算 子 。 Hoe ow, 
中 是 自 伴 的 ,以 及 

(ak, > = (ak, 2), ECOLE 9) VE. gE OE. 
At, 在 OO 中 也 是 自 伴 的 。 对 任意 的 Eee oe, 

(ak, E) = (aE, 3), = (PE> ED) 十 《gE, ED, = 0, 
因此 ,0 和 <2. EEN, WR oF = 0, N) PE = GE = 0, BY 
EE A, FERTA +A) MEO, MOKED A 
谱 。 如 果 ot bore, PIERR MW ort 也 是 OO F 
退化 实 线性 闭 子 空间 、 相 应 于 此 ,0 不 是 (2 一 a) 的 点 谱 , 即 2 不 
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是 = 的 点 谱 。 

3) HDA -ay EE 中 的 ( 复 ) 线 性 算 子 , 仿 2) 证 
HH, (p — ay fe OF 中 也 是 正 的 , At, oe 中 的 正 算 子 。 又 
显然 (p 一 49》 与 ,4 交换 ,因此 ,65 与 p, 4, 4 交换， BRL 
a3(2 一 a)3， 因 此 5 是 可 逆 的 此 外 ，(p 一 OES, 中 是 自 伴 
的 , ?一 9 二 6 Eaa) 在 嫉 , 中 的 极 分 解 ,因此 ,5 与 i 交 
H. 

4) R p—aqa= ijb, @— a) EA, PRE BOTH 
iE, PHA BRT. 注意 bi = ib, (pp 一 9)i 一 一 i(p 一 
9)， 从 而 R= ij HERR E, 16 .2 ， 

CHE "> — <i% LA T i(iCGE), ">, 

. = (E, in), + ilE, in), = Cin, &)s 
RH bip = (Cp -DP=-Deer—-)= 6-9), Re 
EVA, P= (1 一 9i. EO, 中 取 伴随 , 又 有 ig= 
(1 — p). hi, ja = 《2 一 a)i. TE. 

引 理 8.1.3 设 .9 是 多 的 非 退 化 实 线性 闭 子 空间 ,沿用 引 
理 8.1.2 的 各 种 记号 , 则 和 一 《2 一 ao 一 一 of2 — a) BE 
《无 界 ) 非 负 可 逆 的 自 伴 算 子 ， 并 且 对 [0, + 00) 上 任意 处 处 有 限 
BSF] Wee f, (Ai = f(A, 

证 。 依 引 理 8.1.2, ja = (2 一 a)i, Abe, JAF 一 A .从 而 如 
果 {es} 是 入 的 谱 族 , 则 {jei} 是 A- 的 谱 族 再 由 产 = —i7, B 
可 见 并 (A)i = 7A). 证 毕 .。 O 

引 理 &1.4 oC OO 的 非 授 化 实 线性 闭 子 空间 ,保持 引 
理 8.1.2, 8.1.3 的 各 种 记号 ,并 定义 算 子 

DBs) = HAI, E+ in) = E— in, VE EC 

Bist) = itt, s* GE, + m) = i, — m> 
YEs me Ht, ` 
这 里 .+ 是 OE OO, PHBE, CHE 多 ”的 非 退化 实 线 
性 闭 子 空间 ， 则 | 
1) s, s+ EE 中 共 耗 线性 的 闭 称 定 算 子 ; 
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2) s, st 在 部 ,中 互 为 伴随 ,并 且 ied mots 
3) s= jat, st 一 jak, HADES, ESE, 中 的 极 分 
解 、 BA) 一 KK. 
”证 ,. 1) 显然 . 
2) BW sc  &, HABA. wE g, t 满足 
(E — ins fl), = (E+ ins Or. WES WE Hs 
y= 0,MC-—OE 967; SEH 9, MI + DE He, 


Be k= ECHOES MATE Hy K 


t= 18, +m. D = igi 一 > f 
所 以 , + Es HO, PREBE. Ms BA, Bik, «oop ot E 
六, 中 的 伴随 ， 由 引 理 8.1.2, 
. LX = Pp = — DIE = G0) =i", 

同样 GA) = of, BA tsi = st, 

3) 如 果 Eis mE Ht, 于 是 Pm = 9, GE =ip—, = 0, 从 
而 ， as HGN + m): = (p = aG 十 m1). 这 说 明 ast =p— q4 => 
jb. 由 于 i 与 5 是 交换 的 ,js = s+, Bik, isch, iscat, 但 

5 与 At 都 是 &, HABEAT, A, s = jAt。 再 依 引 理 

8.1.3, st = jA7d, Baik, sts = A, st = AT, PDL, s = iA}, 
st = ja? WERDE. WEB. 

引 理 8.1.5 {aye R) 是 OC PHSRBATEARHER 
子 群 ,并且 满 足 | 

jA” = Aj, AO = OC, WER, | 

证 ， 依 引 理 8.1.3。jA = A”, WER, ikh, abb 交换， 
因此 , Ar 与 5 交换。 进而 , A” 45 jbp — 9 交换 自然 ”与 
o=pt+q Zik. 因此, A" 35 p AEH BA og 二 97°， VER, 
定义 8.1.6 OE OC 的 非 退 化 实 线性 闭 子 空间 , 称 前 面 
HAT) ASAT A 的 西 对 合 与 模 算 子 。 它们 将 在 本 章 的 理 
论 中 起 重要 作用 。 
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现在 进行 KMS 条 件 的 讨论 。 

设 of” 是 ( 复 ) Hilbert 空间 OF 的 非 返 化 实 线 福 闭 子 空间 ， 
沿用 前 面 的 一 切 号 . 

定义 8.1.7 Z 中 单 参数 强 算 子 连续 的 西 算 子 群 {nu.|+€ R} 
称 为 关于 OF 满足 KMS 条 件 的 , 指 对 于 任意 的 ,wn€ X, AR 
HBR), BHI 委 Imy <1 中 连续 有 界 , 在 0 <Ime <1 H 
解析 ,并 且 

jo) = CP uE), Ke 十 i) = (uE, "> = KOF WreR, 
这 个 f 称 为 相应 于 &, q 的 KMS 函数 ,显然 是 唯一 的 . 

命题 8.1.8 {n} 关于 OC 满足 KMS KH, HARRY ME 


OIE, ne OC, ABM RM, BEOSIms <i 中 连续 有 


界 ,在 0 cIm: < 中 解析 ， 并 且 对 任意 的 ER, KO ~ Gr, 


mÈ)» Í (: + 7) = ile Sa 7) 

dk. QE. FEAT E n 的 KMS BBR, 令 n= 
fiz—i), Bile 也是 相应 于 &, y 的 KMS BRA, 5g. 
特别 地 ， 

f(s + 7) =g(1+ 7) -f(t +5); wre R, 

充分 性 未 Schwartz RABE WE. iH. 

定义 8.1.9 设 {uh ER) 是 妊 ” 中 单 参数 强 算 子 固 续 的 西 
BEB. £6 OO 称 为 关于 {ww} 是 解析 的 , 指 存 在 整个 复 平 面 C 上 
并 取 值 于 CX SOM BTR ECs). HE EG) = nE, Ve ER. 

引 理 8.1.10 HAR OF 中 非 负 可 道 的 自 伴 算 子 , HERR 
8 之 0, 令 : 

= | EGE — 8 < Ime < 0 BO 中 的 连续 
ALa) Eo BARRA HAE —3 <Imz <0 pat! 


1) PM MTitchmarcsh, F. C., ‘he theory of functions, Oxford, 1952, 
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wR EC CE, WEE DA), HERY BE Ee) € 4(8), :使 得 
EG) = A"E, WER, Deeb, ARE RAs, — 8 <Ims 0, 
E(x) = AE, 
TE. MRE. 设 z 满 足 —-a<imz<6, FE, 

D) = BH DDE), 
因此 ,Ee DA"), 如 果 {e BAM BR, 则 对 一 5 P kaa z<0 
一 致 地 有 

Ge = e1) 一 BEI 


= (F + (emer lest 


< lel + (eagle —>0, 
但 ehen 一 cl)8 是 C 到 CC 中 的 解析 函数 ，Yr， 因此 ， 


EC) 二 AVE 是 在 一 8 < Ime <0 中 连续 、 上 是 在 一 8 之 Imn zs 之 0 
中 解析 的 函数 。 此外, 当 —§ <m: <0, 


weir = (f+ F) emma? 
< EN? + IER. 
MA, ECs) = AEE ACS). 

SRA EC) € ACS), BH EG) = AME, Whe BR。 对 任意 的 
n€ OCA), BIBLE gle) = hne Ala), Mite I= (Ee), 
7)» g(x) 《E, it 都 是 在 — < imz <0 中 连续 有 界 E 
—s8<Imz<0 DREN RBM, HE fe) 一 eG), WER, 
因此 ,f = 8。 特别 当 z= — ið 时 ， 

《和 (一 i8), > = cE, h’n), meee: 
PEL, EE BCA*). 证 毕 . 

命题 8.1.11 Ee) 是 关于 (4) 的 解析 矢 ， 当 且 仅 当 ， 
ECD, XBABRKT WH RRT, Z 一 1{DlA*)|2€C} 一 
{D(A |n€ Z}. Bt EMAAR ATR EG) = AME, 

证 ， 用 引 理 8.1.10 F A, At yh, 

ai 335» 


命题 8.1.12 设 {ulié R} 是 .中 单 参数 组 算 子 连续 的 丁 
ATH, t¢ 2, HER + > 0， 令 


ea een 
N E 关于 w 是 解析 的 ,并 且 当 >~> +00 时 ,1E — El] > o, 


HE, EG) 一 oa eiu ids 是 C 上 取 值 于 2 的 解析 
函数 ,并 且 , 


f fo 
EG) = yet ie TEM gg. Eds = 4,8, WER, 


Rit, ERT iu) 是 解析 的 ,Yr > 0, 


aT Vile 一 1， 对 和 尾 意 的 es>0, 取 5 > 0, RA 
Ke, 一 DEI < e, Vie] <8, FEM r ROAM, 


ei l 
It, — 8 < I: eu — Dlas 


+ 4llsl ea 
<et IG, 必 < 2e。 证 毕 . 
定理 81.13 BOK OF 的 非 退 化 实 线性 闭 子 空间 ,A 是 关 
于 OF 的 模 算 子 , 则 {aje R} EOS 中 唯一 的 单 参数 强 算 子 过 
续 的 西 算 子 群 ,使 得 关于 OC 满足 KMS 条 件 , 并 且 对 OC 是 不 变 
的 . 
证 。 引 理 8.1.5 已 指出 A2.2fr = oF VIE R, SHEE nt, 
依 引 理 8.1.4 ACDA), 再 由 引 理 8.1.10, 
fC) = <a, AFE) 
¥e0<Ime< i > HERA ABM ee 


ere a 依 引 理 8.1.2, 8.14, 8.1.5, 3. 


» 336° 


nee 


j(e+4) =n, AAE) = (A'E, fn), 


HAEE 97, in € ioe, itd, (1+) 是 实数 。 Shee 


8.1.8, {4} 关于 of 满足 KMS 条 件 . 

如 果 {ww} 满足 同样 的 条 件 , 由 于 ERUR 在 W pii 
我 们 只 须 证 明 

un = A"), WHER, 1 € 9, 

依 命题 8.1.12, 无 妨 设 ”关于 (u) 是 解析 的 , FF ARAN Cs) 在 
复 平面 的 每 个 平行 于 实 轴 的 横 条 中 是 有 界 的 , 

注意 ; aa = Vif erates, ji = —ij, 
RICA HA) EA PR, ARR ER, tA 
及 EE€ 9%， HAS SERT {A*) 是 解析 的 ,证明 i 

(ai fg, un) aes (iE, ">. 

& g(z) = (AE, n@)), GHC 上 的 解析 函数 ， 并 且 在 每 
个 平行 于 实 轴 的 横 条 中 有 界 。 当 eR ht, 1G) 一 amne or, 
ANE = fA"E€ I = iX T, Ri gO BER 

对 和 任意 固定 的 5%E R, 5, AEEA, 因此 有 关于 {u} A KMS 
PRK 1, 使 得 


1G) 一 《人 个， um) = JG +i +i), Vte R, 
并 且 依 命题 sis, ((e+5)—i(e+ 5), WER 注意 
A(z) = (AE, nC) 


是 C 上 的 解析 函数 ,并 且 AC) = FG), Wee R. 用 Schwartz 反射 
原理 于 G-A) 可 见 f(2) =A), 0<Ime <1, 特别 地 ， 


(s+ i) =i) 
RRM, M (Ag 4 (; 一 三)) 一 g(: t E) 是 实数 。Vre R, 
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现在 g(a) 在 Im z = 05+ bokeh 0 <Ims + 中 


连续 有 界 , 在 0 < Iny < 一 = 中 解析 , 依 Schwartz 反射 原理 , 它 可 


开拓 成 C 上 有 界 的 解析 函数 , 丙 此 g(x) 是 常数 函数 ， 特 别 对 任 洛 
#9 reR, 


CANE, um? g(t) gC0) CHE; n>. 证 毕 。 
= 本 节 苑 参考 文献 [86}，[89]. 


§ 2. Tomita-Takesaki 理论 


本 节 中 , 设 M 是 Hilbert 空间 OP 中 的 oN 代数 ， 局 时 以 
Bele GE ll = 1) 为 它 的 循环 并 且 分 离 的 矢 . 

命题 8.2.1 $ of = [rile = xe M}, Woe OF 的 
非 退 化 实 线性 闭 子 空间 ,并 且 

{rlr = r E MICGO) = ioe, 

RE“ L HEA, hie. 

证 .如 果 x* = ré M, c= x E M’, BY Cet rE BEM, 
Att, r'he GAY, MAT 

MYCH + MACOS NiO), 

ME, 在 Æ ARARA, ANA = 10}. LMK H 
IX, Mẹ 也 在 .% DR, Bit, of BOF 的 非 退 实 线性 闭 子 
空间 。 证 毕 . 

LF SFE, Of, 保持 $ 1 的 诸 记 号 : p, 94,4,js 5b, 555 
st 等 。 

命题 8.2.2 gh = 0; pE 一 ab 一 i 一 bh 一 bs ANE 一 
Ee, We R; MBEoCD(A$)， HEAT $ Æ arb > xE EM) 的 
Fi. Mab ae a= 2 eM’, 有 证 一 x6 M， 使 得 

(p — q)x’bo = rEo. 
HE. AT aE NGI), Alt, wh = 0, ph 一 4, abe 
» 33% © 


TT 


Ee. S (p> — 9) = bos PLL, bE = Es. 由 此 , j& 一 j 一 
(P— DE =b. 又 Bo = sE 一 fAtE,, lit, AE, = &, AE = 
Eos WER, Ks 的 定义 ,显然 MECA), EB s xk tE 
(reM) WHE. 

SR EM’, OSZ <1, 4 pl Ci BD, pCa 
(+8. 2S), Wp, bE My, DS b<—, MEM 1104, AEM, 
srl, 4 


(yos 2B) = + (Cay + yx)bos Eads WY EM, 


特别 地 ， 《ytEo, x'Eq> = CyEos roya Vy* = ye M, Bi (x" n XE, € 
At, Ai sth = pr'o L vb G90)4, ALL, rE = CP 一 
9)z'to。 由 此 ,对 任意 的 z“ =r EM, At = xe M, 使 得 (p 一 
2)x'Eo = rh, TE. 

引 理 &2.3 ”对 每 个 * 6 M' 及 复数 1, Rei>t, 有 xEM， 
使 得 bjx jb = 202 — ajra + Xox(2 — a). 

和 证。 无 妨 假设 0 所 x Sl, e wl-) LCi he), oC) 一 
C-os r E) We, DE My COS PSP, 依 定理 1.10.4, 有 zx€E My, 
使 得 COE Eo) = (Cay 十 xz)E Eo), WWE M, Wy Èl 2*y, 
则 

C¥Eos xxEoy》 = AC YEos zxEo》 
+ idyxt), zk), Wys zE M, (1) 
HERH y” =y, s" = sz'€ M', OTH 8.2.2, 有 J 一 2* 一 
zEM, fH iby E = Eo, feb = 2h. RE) 中 , WRI 
性 质 ，A 站 一 (2 一 a), 
Chix’ jibe Eos YE) 

= MIbY Eos Eo) + LCyzkEo, Jbz Eo) 

= tjby'E, jAtrzEo) + KjAtryE, jhe’Eo) 

= Arzt, (2 — a)y’ Eo) + 下 (2 一 ax So xyEo) 

= A(xjb2'Ey, (2 — a)y’ ko) + ACCO — a)e'Eo, riby Eo) 
由 于 a — jb = 24, 4% = 0, We" = EM’, A 
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{bjx'ibz' ko, yE) 
= ixar’ Eg, (2 — ay E) + AC(2 — a)z Eo, ray’ Eo) 
= ((2(2 — a)xa + Lax(2 — a))z’%os Eo>， 
vy" = yY, = 2 EM', 
MEM. HOARE BRAY 9’, 2° € M’ Rew. (2 & EM’ WERKA 
以 ， 
bjx'fb = 4(2 — axa + Aax(2 一 a). WER. l 
引 理 &2.4 ikac et 9l < =*f 了 是 C 上 的 解析 函数 ,并 且 
在 {< C| | Re «|<4| 中 有 界 , 则 


人 AE ch (at) = (ur sary 5) 


+(ns) 


iE. Bi oO 一 FO 1G), 它 在 feCliRe al <a} 


中 仅 以 = 一 0 为 极点 ， amie 0), 并 且 当 > EER PET 
rare eee 0, 因此 ， | 


f0) = Ia | (e(# + +) 一 g (i 一 +)) idt, 
HAITI MBE. - i 
引 理 8.2.5 Ux’, A,x 18.23, HE A= et, lOl 一 


风 


1 +: ite 一 中 
x= — ANIA di, 
= 


SE, BEES n€ Of, 并 且 关 于 (A7) 是 解析 的 ,定义 C 上 的 解 
ARR f{z) = (ozbA*E, An), t 自然 在 每 个 平行 于 虚 轴 的 坚 
条 中 有 界 。 由 于 Atb = 2— a, 6A = 2, Ask, 


i (i + 1) = (bxbA A iE, A Atn) 
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一 《AT(2 — a)xaA“E, a) 
: (4 ake re 总 Ep + “AT? 
(it L\ (brbA AE, AVA n) 
= (A”ax(2 一 a)A E, qs 
依 引 理 8.2.3 ， 


shelter) 


= (AMbjx TDA E, a). 


由 此 依 引 理 8.2.4, 
(oxbE, 4) = C0) 
= A a aG TG AWE, ae 
b5 A" 是 交换 的 ,因此 ， 


(xbE, by) = (二 {4 ire oy Alljx' iA" athe, bn)» 


HT b Raw, (AHA) ee 中 是 稠 的 ， i 1L.12， 
即 可 得 证 . 
引 理 8.2.6 A"irjA EM, Vr EM, re R, 
I. W y EM, Ene OO, HEM 
gD) = (CAN ATES — y Aaj jA YE nY 
依 引 理 8.2.5, 对 每 个 9,191 <2, RNA | 


sa = = J SO =), 


令 Ho) 一 人 re eet 它 在 |Re z| <= 中 是 解析 的 ， 并 且 


1(6) 一 0， vee ee 特别 ， 


e se Od ~ OveR 
依 Fourier 变换 的 唯一 te, g=0. 但 y EM’, Esge EE 
FKM, Aija EM. 证 毕 . 

EA 8.2.7 iMi =M', "MA =M, WER, 
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证 .在 引 理 8.2.6 中 命 t= 0, W jM'iCM. 

对 任意 的 x* = yy" = EM, tbo, ve GL， WIM 8.12, 
HEEG, Bi, (xivSo, E) = Cibo, rE) ERR. Min 
i 的 性 质 ， 

《yfxEo, E) = (xi Bos E> = (E05 xIV Eo) 
由 此 易 见 对 任意 的 a,b5& M, A 
(biago, Eo) = (Eo, ofbk). 
特别 地 ,对 x* = r, yt =yEM, YEM’, 有 
CYC 'D)ixEo, Eo) = (Eos xiv iy ED. 
注意 18 =, Ait : 
<xf¥biy yEy = Girt, VE). 
DÆ MM' 的 循环 和 撩 ， 所 以 ，xfy7& 一 iyisin 此 式 也 将 对 任意 的 
+, yE M 成 立 , 从 而 | 
1Vix2&o 一 xzivik> = xiyizgo, Wr, ,2€E M, 

是 M 的 循环 矢 , 因 此 ，xjy7 = ivix, Vx,y EM, BILIMICM’, 
已 指出 jM'iCM， 所 以 ,ijMj 一 M' 

再 由 M'i 一 M Role 8.2.6, AMA" =M, Yt€R. 证 
毕 . 

定义 82.8 M 的 * 自 辣 构 群 {o(:) = A”. Alte R} 称 

为 M 的 模 自 同 构 群 . 

EN 8.29 令 to(-) 一 《go 和 >， 它 是 对 上 上 忠实 的 正规 态 。 
对 上 强 算 子 连 续 的 单 参 数 * BAR {e)l e R}( 即 对 任意 的 
zEM, 1> o) 是 强 算 子 连续 的 ) 称 为 关于 po 满足 KMS HH 
的 , 指 对 于 和 任意 的 x, YEM, RHEE O<Imz <1 中 连续 有 界 ， 
并 且 在 0 < Im z <1 中 解析 的 复 值 函 数 f, 使 得 

1) 一 oofor(x)7)， 大 :十 i) 一 pya Cr), YER, 

TAR f 是 唯一 的 ， 称 为 关于 x, 的 KMS mR 4 et =e, 
v= HAT qo 之 0， 因 此 , FD) = f(t 十 让 , WER. Kee 


8.1.8 所 证 , 这 时 也 有 f 人 至 5) Š f(s $ +), wre R, 
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EM 8.2.10 p XPM HMA WE odz e R) BARB. Bi 
plofx)) = polr), Vee M, 1ER, HARE po 满足 KMS 条 
件 的 M ERR TERASA BE ABE HE {ol ER}. 

iE, MERA a" = x, yo“ = OM, ， 依 定理 8.1.3， 有 KMS 
函数 1, 使 得 

1) = (VE, Abst)» JG +i) = CA xt, YE), Vee R. 
由 于 A“E 一 E, Ast, 
FE) = olay), FG + i) = pal) WHER. 
进而 可 见 {o,} 关于 qo 满足 KMS 条 件 ， 此 外 ,由 于 AE = P 
(WER), p 关于 {o,} 不 变 是 显然 的 . 

今 设 M 上 强 算 子 连续 的 单 参数 # 自 同 构 群 {leE R} 关于 p 
也 满足 KMS 条 件 ， 首 先 p 关于 {om} 是 不 变 的 。 事实 上 ， 对 
xzeM+ Ry =1, 有 KMS MMS, 使 得 

He) = 10 + i) = pel)) 2 0, WER, 
依 Schwartz 反射 原理 , 了 可 扩张 为 C 上 有 界 的 解析 函数 , 因此 f 
是 常数 。 畦 别 地 ,pola,(x)) = fe) = i0) = p), WE R, BD 
Po 关于 是 不 变 的 。 由 此 定义 
uxt = a, (r)Eg, Wee M, 
则 e 可 扩张 为 CF PARTIA ms WER, DR {u,|2€ 
R} 是 多 中 单 参 数 强 算 子 连续 的 西 算 子 群 ,并 且 它 对 OF BARE 
RI. HERBI Esne A, A rt = ras Yh = YEM, 使 得 xnko 一 
E, Yah > 9. {a} 关于 p 满足 KMS RH, AENEA n A 
KMS 函数 f,， 使 得 
fale) = pakan )Yn) 一 《yogEo a(x, DEG) 
一 《yngo， 4;%nE0) > 
fl + i) = polya (xn)) = Calen) Eos Yabo? 
= (unos ado) 7 
WeeR. 依 极 大 模 不 理 ? 及 {4,]} EBATI, j 


1) 例 见 Rudin W., Real and Complex analysis, New York, 1966. 
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sup \feCx) — fm C2) | = sup | fal) — fC 


ERI 
S yakoll * lengo 一 xnEoll + Nxtoll 
~ yao — ymtoll 一 0， 
sup | fax) | = sup lfo(e)} 


Vln 
S sup (IlyaGoll - xs5ol). 


因此 有 KMS 函数 f, 使 得 f(z) — fe), VO<Inze<l. F 
是 ， f) = Cm, uE), X +i) = CEs n). BE {ww} 关于 A 满足 
KMS 条 件 ， 今 依 定理 8.1.13, m = A”, Wee RR, 于 是 对 任意 的 
x€M,+t€R, 

ex) = urbo = AFATE = 0, (x) Eos 


但 名 是 对 的 分 离 矢 ,所 以 ae(r) = oC), TE. 
注 本 节 见 参考 文献 [86]，[8?]， [117]， [123]。 


$ 3. so- 有 限 的 w*- 代 数 的 模 自 同 构 群 


IRM È -ARH w*- 代 数 , FEM 上 必 有 忠实 的 正规 起 p， 
它 产生 M 忠实 的 循环 tw*- 表 示 {aps es Ey}. BA, Ee 也 是 
zM) 的 分 离 矢 ,从 而 可 以 把 $ 2 的 理论 应 用 于 ilM), Zo 
Ez}。 相 应 有 模 算 子 A (> HEM TMH AEAT ES 
Aling M As" = xe(M), Vié R, 
由 于 M 与 xo(M) 是 * 同 构 的 , 令 
oF (x) = wz Ano(x) Az"), YrE ME R, 
显然 {oP 1:6 R} WEMA s(M , My) 连续 的 * 自 同 构 群 . 
定义 &3.1 {ao? lzéE R} 称 为 M 的 相应 于 PF 的 模 自 同 构 群 . 
依照 定理 8.2.10, PXT {of} HA AN, BI p(of (x)) 一 
p(x), Vee M, 1ER, HH {a?} 关于 9 是 满足 KMS 条 件 的 。 
E FERK rs YEM, A KMS 函数 ( 即 在 0 < [mx <1 中 连续 
有 界 , 在 0< Im 2 < 1 中 解析 的 函数 ) f, 使 得 


，341 。 


He) = plo? (xv), fe + i) = o(vo?(x)), WEER, 
Heeb, M 的 关于 满足 KMS RIRI SCM, My) 连续 的 单 参数 
自 同 构 群 只 能 是 {o? |zé R}. 
命题 83.2 iP w*- 代 数 M 上 忠实 的 正规 态 、 
M? = {x€ M |o? (x) = x, Wee R}, 
则 rEeM?, SERRA, p(xy — yx) =0, YyEM. 
证 ， 设 xe M?, 对 于 任意 的 ye M ， 有 关于 >, 7 的 KMS 函数 
f， 使 得 
HD = pla? @)y) = plxy), 
JG ++ i) = p(vo?(x)) = plz) | 
YeR. 因此 , f 是 常数 ,特别 地 ， 
ply) = HD = Ki) = ex), 
反之 设 +€ M ,满足 p(xy — yx) = 0, V9 M， 要 证 明 re M?, 
无 妨 设 x* 一 *。 对 任意 的 y* 一 )e M ， 有 关于 x, y 的 KMS 函 
Rf, 使 得 . 
KO = eC? Gy). Ke + i) = pla? (x)), WER, 
由 于 s*=27, *= 9, Ait, 4) =f +A), WER, 另 一 方 
ii, PAF {07} 是 不 变 的 ,于 是 
IE) = poh.) = plorly)x) 
= p(y? (x) =f +i), WIER, 
由 此 , f 可 开拓 为 C 上 有 和 界 的 解析 函数 ,所 以 , f 是 常数 ， 从 而 ， 
plore) — x)y) = Ò, Vy* 一 ?EM， FER, BII reM? 证 
毕 ， 
命题 8.3.3 设 M 是 a- 有 限 和 的 x- 代 数 ，p， 史 是 M 上 忠实 的 
正规 态 ，{o?}，4of} 分 别 是 相应 于 p, 峭 是 模 自 同 构 群 ， 则 存在 
M 的 依 (M, Me) 连续 的 单 参数 西元 族 [alee R}， 使 得 
oy(a) = uf Caut, ws = 4,07 (us), Ya EM, t,5€R, 


证 。 考 虑 w*- 代 数 8 
M,= 长 : ye b, c, dé m} 
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RE LW 
o ((2 5))= ofa) + 9), 
显然 6 EM 上 忠实 的 正规 态 , 相 应 有 M ARE RHR iof}. 
设 eu = (28), 易 见 0Ceur 一 seu) = 0，Yze Ma RA 
题 8.3.2, o%(eu) = eus YWER. 注意 对 竺 意 的 4EM, 


(50) =(o0)(oe)(oa), 
t((5 8) CEDE 


(£3), 


BIL {a} 将 是 M 的 (M, My) EROMSM* 自 同 构 群 ， 由 
{o?} 关于 9 满足 KMS 条 件 , 易 见 {w} 关于 9 满足 KMS ah 
定理 8.2.10, a = 07, WER, 


对 cn 一 (9 0 ) 进行 同样 讨论 ,又 有 
a T O 
DCIS) Ca o) ae 
0 
1 


)oe((2 3) 0) = (0), 


(83) =oF(( 3 )(0 0) 

© (28) ACE SY) -Co wnt), 
因此 ， uu = 1, 相仿 证 via, 一 1, 从 而 dele € Ri 是 M 的 依 
(M, Me) 连续 的 单 参数 西元 族 . . 


at ($2)= (ro) (0 0 )Co0), me, 
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因此 ， 


(8 atte) = "(lo &)) 
aca ke alto): 
RN of(a) = uo7(ajut, Wal M, cE RR 此外， 
人 
a 0 (59) 
aaa D: 


Fibs tese = m0? Cu) Wt,s€R, TER, 

注 。 依 命题 8.3.3, HERRER 7ER, oF RARM YA * A 
同 构 ( 即 形 如 ' —u* u H* BAW KB n 是 村 的 西元 ), 这 一 
性 质 将 不 香 虽 的 选择 而 变化 ， 

引 理 8.34 RPM 上 忠实 的 正规 态 , hE€ MY?mMH+， 并 且 
的 谱 族 在 0 处 是 5(M，M#) 连 续 的 , 令 (+) = ph) = olh. 
ANCAR 8.3.2) 也 将 是 M 上 忠实 的 正规 正 泛 函 ， 记 fof} 是 相应 
于 由 的 模 自 构 群 , 则 

atla) = hartr)h, Vere M, tER, 
w. EREE 7EM. HEH n, 令 


PES 
£n = a et oF (x) ds, 


于 是 te 关于 tr? } 是 解析 的 , 即 


fo s 
xn(z) = Ja e U8 (eds, V2 €C 


E CHM pM AT RRR, HE rele) =o? (ra), Wee R， 此 外 , 显 
R xs(z) 在 每 个 平行 于 实 轴 的 横 条 中 是 有 界 的 。 从 而， 

fale) = OCA xa (2h) . 
是 0 委 Imz 关 1 中 连续 有 界 ， 并 且 在 0 <Imz <1 PRA R 
数 。 我 们 来 计算 了 的 边界 值 。 对 ER, 
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fat) = poy ra) y) = Cho? Can A“) 
由 于 4EM’, Alt, 
falt +i) = ph x(t + A hy) 
= plat + iA hyh) 
= Cral h hyk” Ee, nol tnl + i)* Ee). 
WRI n = welx™ Ee (E€ Ho), Rr 8.1.12, 


n oa 
tn 一 Ja ec ASnds = nolaa Ev 


是 关于 (al) Mee. Pee 8.1.11 可 见 


n 


Jap ener anes = an(z) = Ana, Wee C, 
从 而 对 任意 的 2€ C 


wo %a(z)* Ey 一 Vl r wot eed | 
| 


ae ee 
e782) Altnds 


= no 2) = Aga, = Afrah Eo. 
由 此 ， 
falt +i) = Caol h "Ayh" Eg, A Aga (x3 Ag" Eo? 
= (AY ag hT RYK Eps A x (a7 (23) Ee) 
= (mlO? (te) Eos mel h TY hh" Ey) 
= ph ERYR” o? (zs)) = pChyh"a? (xa)h *) 
= bvh ot xn) hA”) ie 
由 极 大 模 原 理 及 les 一 «ll > 0, 
sup JACO — fall < Hell yl + lies — twll 一 0， 


O<!,,, 2&1 


sup AEDI <O, 
Sipak 


因此 有 KMS AR fo 使 得 名 人 ez) > fiz), VO<Ime<1, 并 且 
KO = POPKI), IE +A) = OOM ETI, VEER, 
SRAM BU ERE Lr"? Ca¥ le E RY RT ORR KMS 条 
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件 , 所 以 ，o Cx) 一 pro? Cht, Wr M, 1ER 证 毕 。 

引 理 8.3.5 设 ? 是 好 上 忠实 的 正规 态 ， 如 果 of (x) 一 2, Ve 
EM, 1ER, NP 是 迹 . 

ik, 对 任意 的 rEM, AXT x** 的 KMS 函数 1 使 得 对 任 
音 的 +t R, 

7) = plo? (a* x) = p(x*x) > 0, 
Ke + i) = pleo? (a*)) = o(ax*) 20, 
因此 , f 是 常数 ， 特 别 地 ，m(x*zr) = p(xx*)。 TE. 

定理 8.3.6 PE ww*- 代 数 对 ELRES., {ofle R} 
是 相应 的 模 自 同 构 群 , 则 M 是 半 有 限 的 ,必须 县 只 须 ，{o? ze R} 
EMA * ARH, EM AK SCM, My) 连续 的 单 参数 西 
元 群 {uee R}, (FB . 

of (~) = uut, We EM, +e R, 

证 ， 设 满足 要 求 的 {&.} 存在 ,也 无 妨 设 M BOP 中 的 YN A 
数 ， 依 Stone 定理， 将 有 CO .中 非 负 可 递 的 算 子 上， 使 得 w = 
pm WHER, AF uw € Mr*，Yr € R， 因 此 ,的 谱 族 CMY, 令 
pn BARE int, n) 上 的 谱 投 影 ， 于 是 pn，hps€ M?, 在 pn 
Mpa Es & pa) = gp(hp。*)， 依 引 理 8.3.4, 相应 于 gs ER 
同 构 群 将 是 

(Apa)? (2) ChPa) = A ayxuth" = x, 
Vré peMPe, ER, WII 8.3.5, Do 是 PrM Pa 上 忠实 的 正规 迹 ， 
从 而 加 是 好 的 有 限 投影 ， Yn。 又 显然 sup fa = L, Fl, MEF 
有 限 的 。 反 之 , 设 M 是 半 有 限 的 ,于 是 , M, 上 有 忠实 的 半 有 限 正 
BK r. 

1) 设 ? 是 好 的 投影 , 便 得 r(p) < co。 于 是 = 可 唯一 扩张 为 
pMp 上 忠实 的 正规 迹 。 我 们 说 存在 唯一 的 46 PMP.0<4 <1, 
使 得 

cl — A)x) = (hx) = (xh), Wx PMP, 

EXE HER 1104 Tr, eter, AAC PM?P,0SAS1, 
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使 得 对 任意 的 *e pM pe, A 
r(e) 一 > (+c)(rh + hr) 


= 7 pirk + hx) + rChr), 
FE (Cl 一 ke) = A plah + hx),Wx€ pMP， 由 此 ， 


ER + heh) = r((t — h)zh) 
= r(A — br) = rl — baz) 
= 人 plhxh + kx), 


El p(xi?) = elkr), Wee pMp, 一 般 有 prh") = pr), 
Vré€pMp Rn, Bae SWRA A, 则 pr) = plk), BE 
有 (Cl — 4)x) = par) = p(xh), Vr € PMP, 

2) 存在 hE M ,0 SA <1, 4 BRE (0, 1) sM, Ma) 
连续 ,使 得 

rfK1 一 下 一 ooyr((1 一 有 xz) 一 opz) = plz), Wx OM, 

事实 上 ,由 于 7 是 半 有 限 的 ,可 取 M 的 投影 递增 网 {2,}， 使 得 

supp; = l,r(p)<0,Vi, HI), 对 每 个 1, AA ¢ PMP, OS 


h Sl, 使 得 

r((1 — bx) = pChixi) = plahi), Wri € PM Pis 
tie fe BA 6.5.2, 

Tl — Ap eixe) = rel — hidapi) = eC — hxp), 

因此 ， 

sl — hidapi) = phizpi) = plPixh), Vre M, (A) 
由 于 M 的 单位 球 是 oM, Me) 紧 的 ， 必 要 时 代 以 子 网 可 以 设 
EES peat 0 SAN WR P S Pv, WRC) 

Tl — Ap apy) = CC — hr)rpipr) 


1) 
= plhyxpiPy) = phrxpi)e 


A 
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由 于 (ps) < 00, 依 命题 6.5.3， COP) EE Mn。 由 此 ， 对 7 取 极 
限 , 则 
r((1 一 A)xp)) = pCaxp;), Yre M 及 指标 7. (2) 
WI pP) = r(A — AP) = rO — 4) FPL — Ai), WE, 
Ik r BJERE, r — 4) = p) < 00, Efe Ml 6.5.3, (2) 
中 对 p, 取 极限 , 则 
zl — Aja) = plhr), Ve € M. (3) 
E (1), 4 pr > pi rl — hrap) = p(Prxpihir), R Schwartz 
不 等 式 。 
| pCprxprhy) 一 pre.) | S [prp hr — 4))| 
+ 19 人 (1 — papih) S plepa 一 2) 
+ lele — p11)3, | 
IHI PARR, ETIL CCI 一 Axpi) 一 p(xp1h), YI. 依 命题 6.5.3， 
再 对 pi 取 极 限 , 则 
rl — hr) = pxh), VEE M. (4) 
此 外 ,由 于 pot 是 忠实 的 , 依 (3) BE C4), 4 的 谱 族 在 (0, 1) 
处 必然 是 (M, Ma) 连续 的 ， 
3) & ox) = A" — A) xh — hA), We EM, t€R, 
今 只 须 证 朋 of = an WreR, 
对 任意 的 +, ?< M, & 
{@) as pla C1 pa AYTA YC] A) i*y). 
三 然 、f 在 0 之 Im x <1 PERAR, 在 0 <me <1 HEN. 
对 任意 的 :ER, 依 (3), (4) 
fle) = plal — B)rA)Y), 
f(t + i) = ptha, (2) (1 — 4)¥) 
= r((1 — Ada, Ce) — ADV) (5) 
= r((1 — AJY — hakr) ) 
= 9 — Aja, Cz), 
R y=l, x= hall — h), KB a* =a, W 
He) = 14 i) = plo(yoayo) 
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是 实数 , YER, Ky 一 ACL — h). At. f 是 常数 ， 特 别 地 ， 
ple,(yoavo)) = pray), Wa* = ae M, ER. 


tyo = Vader, Peer — er, HE Ler} Æ CO, 1} 处 《M， 
My) 连续 ,因此 Padi. 又 命 


a= (f, 0) af, Han), 
则 yesyo = Prapa, 于 是 plak Pnatn)) = Pl Paapa), Yn, 对 # 取 


极限 ,可 见 
plafa)) = e VaeM, 1ER, (6) 


1 


MERR r r= (| ETAT (f, 4a); 


fale) = pO — hy eti — KAHI 一 =y), 
依 (5), 
h) = pla, (PaxPa)y)> fslt + i) = plya,(Poxfa)), Vie R. 
FRAME. Schwartz 不 等 式 及 (6)， 
sup fE) 一 各 (| < lylg((poxpe — Patta)" 


[1 ZS 
可 


四 (Patpa = PnXtPm)) 一 0， 


sap AOIS lel t, 
(E ae A E 


从 而 有 KMS 函数 1, E fal) les VO<Imz <1, HA 
1G) = p(a.Ge)y), ft + i) = pO), Wee RL Ait, Lo} 关 
TYPE KMS 条 件 , 所 以 ， Ort of, WER, UES. 

注 本 节 见 参考 文献 [11]。[86]。[117]. 
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BAR Borel 构造 


KEAR Borel 构造 方面 的 一 些 重要 结果 。 严格 地 说 ， 这 些 
内 容 并 不 属于 算 子 代数 的 范围 (因此 可 以 独立 地 阅读 它 ), 但 是 为 
着 顺利 地 叙述 后 面 的 章节 ,本 章 是 必 不 可 少 的 。 此 外 , 在 这 方面， 
我 们 并 不 引入 过 多 的 概念 与 结果 ， 但 对 于 后 面 章节 的 应 用 却 已 足 
g. a | 


§1. Polish 空间 


定义 9.1.1 拓扑 空间 E 称 为 Polish 空间 , 指 可 以 给 予 了 一 个 
距离 4, 使 得 (CE, d) 成 为 完备 可 分 的 距离 空间 , 并 且 4 所 产生 的 
拓扑 与 原来 的 拓扑 等 价 。 

例 . 设 OF 是 可 分 的 Hilbert 空间 , SB BCS) 的 单位 球 ; 
则 s 依 弱 算 子 , 强 算 子 , 强 * 算 子 拓扑 都 是 Polish 空间 . 

事实 上 ， 设 (Be) 是 如 R ARTIR, 对 任意 的 *， 
béS, & 


ate, b) aa 2 ymin 《Ca ~ b Ems En) l> 
pla, b) = 2S 二 Ia — bE,li, 


ps, b) = = {Ce — BE + Ce — DAA 


BK BOO) 是 可 数 生 成 的 及 稠密 性 定理 1.6.1 即 得 证 ， 
命题 91.2 Polish 空间 的 可 数 并 与 可 数 积 也 是 Polish 空间 . 
证 ， 设 {(Basde)} 是 Polish 空间 的 列 。 
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在 E= |} B。(〈 不 相交 的 并 ?上 , 命 
ate y) = 人 dalt, yy; wes? 属于 同一 个 Eas 

1, 旭 *。》 属 于 不 同 的 EE， 
SUL (E,d) 是 Polish 空间 ,每 个 Es 为 E 的 既 闭 又 开 的 子 集 , 且 
在 每 个 E, 上 ,4 诱导 的 拓扑 与 dr 产生 的 拓扑 等 价 . 


在 X E。 上 , 命 


即 见 X E, 依 乘积 拓扑 是 Polish 空间 ， EH. 


命题 9.1.3 Polish 空间 的 一 个 子 空间 是 Polish 的 ,当量 仅 当 
CE Gs 子 集 ( 即 开 集 的 可 数 交 )。 

W. 4 (E,d) 是 Polish 空间 ,无 妨 设 E 依 4 的 直径 不 超过 
1。 如 果 五 是 五 的 开 子 集 , 令 | 

BCe, Y) = d(x, Y) + Ide, U')* — dy, UY, 

Ws, y¢U, 这 里 U' 一 ENU。 易 见 5 是 口上 的 距离 , 并 且 6 产生 
的 拓扑 正 是 了 所 诱导 的 拓扑 ， 如 果 {r (CU) 是 按 5 的 基本 列 ， 
它 也 是 依 4 的 基本 列 , 因此 有 16E, E dle) 一 0。 这 时 
(dlr UNT) 也 是 基本 的 ,由 于 5 依 4 的 直径 <1, Bik, d(x, 
EU 一 2>0。 FH, a(+，,U") 一 14>>0, 即 SEU, Wu, U 
为 E 的 子 空间 也 是 Polish 空间 。 


今 设 F = 门 U,。 这 里 Us。 是 的 开 子 集 , Vn, i ge EUn 


上 如 前 段 定义 的 距离 ,并 命 


1 6,(x,7) 
a = 一 一 一 一 一: 一生 一 一 Yr, yE F 
REF y) "EEE" Ba xs y) 5 > > 


由 于 6 与 4 在 F 上 诱导 相同 的 拓扑 , Yo, 因此 , dr 5 dE FELI 
导 相 同 的 拓扑 。 如 果 {r CF) 是 依 de 的 基本 列 , 于 是 有 yE 


+354. 


Ugs 使 得 Balan Y) 0， Wk, 从 而 ,d(xn， y) > 0, Wk, Pred. 
Ye = xO F, Wk, UR dere, x) 70, EP FERENTZ RE 
Polish 23 (Hj, 
反之 , 设 CF, dr) 是 Polish 23 al, FCE, HO dr tid HF 
上 诱导 相同 的 拓扑 。 对 每 个 4, > 
F, = {re Fi 存在 x WABBU, 
使 得 (UNF) era <1. 


BR, FcN Fa. WE xE N Frs 于 是 对 每 个 #, Ax WAS 
B Un EEUN PR dr DEB <<, 无妨 认为 UDD 
并 且 UV, 关于 4 的 直径 一 >0。 取 r EU, NF, FE (ee (CF) 


ik d WEAR, Bit. A VEF, E1 dren y)—> 0。 由 此 
dre 9) > 0. LU, 是 * 的 邻 域 ,日 VU, 依 4 的 直径 一 >0, 所 以 ， 


dlras 3) —>0, =x, M FI N Fa. 
如 果 rE F。， FEA sO GRU, E (UNF) Ras 的 
直径 <+. KF WE, UNECE, Bik, Pek F 的 开 于 


W. BVA ERATE Grs 使 得 Fr = EN Gu Wa, Sot Un = 
{ze Blalr, F) < E), GREMTTR. AE Fe f] Un 由 


此 ， 
F = N Fua = N CG NF) = N CGN Un). 


BUF EW G FÆ. ”证 毕 . hs 
命题 9.1.4 任意 Polish SMMMBT [0, 1]° C10, 1} 的 可 


数 无 穿 积 ) 的 一 个 Ce FRR. 
iE, KH (E,d) 是 Polish Z, {an} BER A WTR, 
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z d(a,, x) i "a F 
于 是 x (ES ) EEF [0, 1]* DORR. 再 依 命 


题 9.1.3 RHE. 

命题 9.1.5 设 2 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 , 则 2 是 Polih 2 
间 , 当 且 仅 当 , 9 具有 可 数 基 。 | 

W, HORAIRE, Q- 是 8 的 一 点 紧 化 ， 于 是 0. KE 
Polish 空间 ， 但 8 是 Q, 的 开 子 集 , 依 命题 8.1.3, 0 也 是 Polish 空 
间 ， 反 之 则 显然 ， 证 毕 . 

定义 9.1.6 Polish 空间 NN” 指 集合 

{a = (my) la 是 非 负 整 效 ， 天 一 1， 2， 

其 中 拓扑 由 距离 


d(n, m) = 1 ilamm., 


Jk 1 + ER — m| | | 
来 定义 ， 形 如 = (m …。 nay 0，-…)》 元 的 全 体 是 N” 的 可 数 
征集 .此 外 ,对 任意 的 一 nen, : ii 


Na se ing T Am € en CRN 250° 
构成 ”的 邻 域 基 。 

命题 917 GLE Polish 空间 , WAE N” 到 上 的 连续 员 
R. 


证 , Rd EE EREEREER, EK 2 HRS <1, 

对 HI 一 0:1 令 F(m) =E, F(a) ny d-i <2" 
ARAM me Id A {FCs mla = 0, 1, seedy ane 又 有 
d- -直径 <27 E (cits E {FCm m, ns) |ns = 0, l, S POLA 
PERIAATE K Fn, E +) np) [ni = 0,1, > 1 SiS? 
P= 1,2, toch, 使 得 F(a) =E, F(m> tts np) = U Fim, 
seamen ks H 了 (ms mp) Wd- SIO 

.由 于 (E,d) 是 完备 的 ， 从 而 对 任意 的 n = Cng) € N”, 
门 Flm,… ,nk) 包含 且 仅 包含 一 点 , 记 为 1 人 x)。 于 是 1 为 N* 


t=1 
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到 的 映 象 , 且 易 见 (NW) 一 BL GE ab D w 对 任意 的 e>0， 
We Pk 2-8 < s， 于 是 充分 大 时 有 nP =al KiS P 
Hk, f(a) 与 Kae) 都 Fn #9)， BELL, de®), 
1(2)) <2? <6 BD SER, ER, 

引 理 9.1.8 设 (E, d) 是 无 孤立 点 的 Polish 空间 ，s >0, 
则 存在 五 的 无 孤立 点 的 非 空 Ge 子 集 无 穷 列 {E,}、 使 得 每 个 E， 
关于 < 上 的 直径 Se, Ern En =O, Varem, K È Er =E, 


证 。 无 妨 设 6 小 于 E 关 于 4 的 直径 ， 到 EE 的 非 空 的 可 数 开 覆 
盖 {,}， 使 得 每 个 关于 了 的 直径 么 8. 令 E =V, BRE 


Gs 子 集 , 且 无 孤立 点 . 归纳 定义 Es 一 六 Fs, 这 里 Fa -U Ex» 
Ys > 1。 由 于 F, EAR, REE. 是 Gs 于 集 ， 又 (PNF。 ye 
E,CVAF,» BRU, Ea UZAYA, SHLE)} 中 有 无 限 个 是 
非 空 的 , 即 满足 要 求 ; 否则 至 少 有 两 个 是 非 空 的 ( 因 6 小 于 E 的 4- 
直径 ), 再 对 其 中 一 个 施行 同样 手续 ,继续 下 去 , 即 得 证 。 

引 理 9.1.9 设 互 是 无 孤立 点 的 Polish 空间 , 则 对 任意 的 非 负 
整数 n.,-……, mx、 有 的 非 空 的 无 孤立 点 Gs TR EG.…m， 使 
得 

1) 如 果 (ms Teg ng) 2 (m, “tty ma) > 则 

EP ay N Eom = D5 


2) E” = E, E®... “ett T Ù E&*» sapp 


= Polish 空 闻 EL., CRE WG SE th) ae 则 

aD p 关于 CO + a@ t oe + dP) WEBS 
Ko ‘Es 

we. ot (E,d) 及 8 = 1,6 5] 9.1.8, 得 到 (EDs 再 

xf (EV, 24 4d2) 及 s=} E5 9.1.8, LBL ES. 5 
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如 此 继续 ,好 得 证 ， 

命题 91.10 Polish ZH EE N” 的 一 一 连续 上 映 象 ， 妆 且 仅 
4, ESHA ARIA. 

证 。 N° ELMAR ALDAERA., SAREREA 
HIAEZS Polish 空间 , BRL ED. 如 引 理 91.9。 由 于 ONG, 与 
N° AK, KARLI, A ONG, 到 EX, EAE RR 


HHS, TETU N” ELMER V, 使 得 
FEIN om, = Percy 

对 任意 的 n= Cn) EN” 及 正 整 数 P <a, 

Fn) € EP nag CED. n, 

RELELI, eR), fn) <P, 因此 YP), 是 
(E, dO) APA 1) EE, 使 得 IPC) > 1), 
且 收 化 速度 对 we Ne 一致， 于 是 得 到 N= H CARR f. 

REIED, YPC) E (ER asap den) 的 基本 


Wl, VR, Abt, fee N EX.» HE ER, RF? HE 
k=1 


<a", Us {is} = N EYun Yn €E N”, GË n= 
=1 

. (nt) ae m == (m,)€ N”, È 足够 大 时 (a> Sy rrp) ae (m, erty 

me)» 于 是 Em tinge ED my = D, 所 以 ， f(r) ay f(m), Bp Í 是 

一 一 的 。 最 后 ,对 任意 的 2 CE, KIR 9.1.9。 必 有 n= CDE 


Ne, 使 得 xe 门 ERa Ble = fa) fCN") 一 E。 TER, 


命题 9.1.11 HOLE Polish 空间 , 则 可 写 二 FUG, RH 
FAG= Ø, GEENRNATH, FROZE N” 的 一 一 
证 。 设 {F。} 是 拓扑 的 可 数 基 , 令 


» 358» 


G = U4V,IV，, 是 可 数 子 集 } 
K FF EG, MRR OS, fer 9.1.10, HIER FEI 
点 。 设 xEF, VV 是 x 的 任意 邻 域 ,于 是 有 wn， 使 得 x EV,CT. 
既然 «6G, PAV 是 不 可 数 的 ， 又 G 是 可 数 的 ,因此 必 有 ve 
VAAGCVNF, B 》 关 +。 这 说 明正 无 孤立 点 。 ”证 毕 。 
= .本 节 见 参考 文献 [5], [7], [129], 


§ 2. Borel 子 集 与 Sousline FR 


定义 9.2.1 PEE Polish 空间 ,8 的 一 个 子 集 称 汐 Borel F 
集 , 指 它 属 于 由 王 的 开 子 集 全 体 所 生成 的 9-Bool 代数 ， 

EMF ARKH Sousline 的 (或 者 解析 的 ), 指 存在 N° 到 EE 
的 连续 映 象 f, 使 得 1(N™*) = 4 

引 理 9.2.2 VEE Polish 空间 ,. 是 8 的 子 集 族 , 使 得 : 1) 
FRE EMER TEST 2H 对 可 数 交 封闭 ; 3). 对 
互 不 相交 子 集 的 可 数 并 封闭 , 则 .多 包含 的 所 有 Borel 于 集 . 

w. $ F ={VCE|V 5 (EW) MEF}, BES BE 
E 的 所 有 开 子 集 与 闭 子 集 、， 如 果 V, ES, 于 是 ， ya 
VLA CEP: DE F; E\(V\V,) a: 《EN UP JD)E F, 
w, ONDES 又 如 果 {TV,} EF PRABRHTRA, TE, 
U PEF, AU V,= ANENE ZB ,因此 ,J Toe2. 


ARH Æ o-Bool 代数 .从 而 SAC) 包含 所 有 的 Borel F 
集 。 证 毕 . 

命题 9.2.3 设 王 是 Polish 空间 . 

1) WR PE Polish 空间 , 且 了 是 P 到 巨 的 连续 映 象 , 则 (CP) 
Æ EW Soustine F; 

2) EB Borel FH Polish 23 (ait) -— EDR 

3) EAS Borel 子 集 必 为 Sousline 子 集 。 

证 ，1》 由 命题 9.1.7 及 定义 9.2 JILE 
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2) SF RENAL Polish 空间 一 一 连续 映 象 子 集 的 全 
体 , 只 须 证 明 . 多 满足 引 理 9.2.2 HRA. 

EME RBATRRATRASRE Polish 空间 ,因此 属于 
F.. l 

今 设 {E, j}cF, P, 是 Polish 空间 ， fn 是 Pr 到 五 的 一 一 连 
续 映 象 ,使 得 CP.) 一 E,，Yn， 定 义 积 空间 XP, 到 X 五 的 


PRS f: IPs tts Pe» re) a GQ), wand | fn(Po)s oo), 显然 
1 是 一 一 且 连 续 的 . 记 A={(x, n r Ix € E}, ik 
X-E BHATE, TÆ., OH P(A) X Pe 的 闭 子 乐 ,从 而 


”0 也 是 Polish 空间 ,并 且 f WOERD erea) 
re 门 E,}，。 如 果 令 x 是 KE 到 其 第 一 分 量 上 的 投影 。 则 rof 


一 一 连续 闻 拒 O RR N Ess Als N EEF. | 


最 后 , 设 (ECF, H ENE, = Ø, Vom, &P, È 
Polish 空间 , fa 是 Pe F) EAI ——FESEWRA ,使 得 f(P,) 一 En Ya, 
P= |] Pns ji P> E 使 得 fiPs = fas Yn, BIL f SE Polish 


空间 P 到 E 的 一 一 连续 映 象 , 且 P= UE. MU, U EE 


F, i 
3) 由 2) 与 1) 立 见 ， ”证 毕 ， 
命题 多 2.4 EL Polish 空间 , BÆ ERI Bor! FR, WR 
者 B 可 数 , 或 者 有 NN” 到 互 的 一 一 连续 映 象 f， 使 得 NICE ,并 
且 《BNCV“)) 是 可 数 的 。 

证 ， 由 命题 9.2.3 与 9.1.11 立 见 ， 

命题 9.2.5 1) .Sousline 子 集 的 连续 了 映 象 是 Sousline 的 ， 即 
$ E, FS Polish SH, (ESRF HEAR, MAAE EN 
Sousline 4%, Wl f(4) FE FR Sousline FE; 

2) Sousline FRPR SARI Sousline 的 。 
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W. 1) BEX 921 立 见 。 2) ALA} 是 Polish 空间 E 的 
Souline FRI, TENES ns A N” BEEREK fn HA 
Ía N?) = 4,, Va, 定义 1; P= J P> E, 使 得 flP. 一 fa» 


这 里 P, =N”, We, W HP) = U Aa, Ak, U4, 是 Sousline 
的 。 e 
fr O= XP,, 这 里 P, =N”, Yn, 及 
M = {x = (rs) € Ol falta) = fnCxm), Wty m}, 
自然 好 是 2 的 闭 子 案 ,因此 是 Polish 空间 。 HS ele) = f(x), 
Vz 一 (xn)EM, 则 g(M) 一 门 4,, 因 此， 门 4。 是 Sousline 
的 。 证 毕 . | | 
. 定义 9.2.6 Polish ZAJETE A, B RH Borel 分 离 的 ， 
指 存在 EE 的 Borel FE F, E ACF, BCCE\F), 
引 理 927 设 {4a}, {Bm} 是 Polish SAFRA J E 
A, 与 B Borel SR, Wa, m, 则 4 = U 4,5B= U Ba t 
是 Bore! 分 离 的 。 
i. i Fan EER Borel FH, HE A,CKym> Bri =F 
Fim, Voom, FE 
As C | Fams BeCCE\Fo dC CEN 0) Fads Wa; K mé 


F 一 U N Fams W ACF, BC () ĠEN f) Fem) = (ENF), 


Pru, 4 5 B Borel 43. irs, 
命题 9.2.8 12 4, BÆ Polish 点 间 E 的 不 相交 的 Sousline 子 
集 ， 则 ta Borel 4} BBY, 
证 . fee 分 别 是 N” 到 的 连续 映 象 ， 使 得 40"): =A, 


E(N”) = B. H 4, BEEZ Borel 分 离 的 ,由 于 N 一 Ù Nis 
=0 


+ 361¢ 


依 引 理 9.2.7, HA m, m, 使 得 (NE) 5 gN) 不 是 
Borel 分 离 的 . 递 推 可 见 , 存 在 n= (Cm) 及 m= (mp eN”, E 
IONS ng? 与 BON inom) 不 是 Borel 分 离 的 , V*， 由 于 ANB= 
D, (a) = gm), FRAMED TEU, V, 使 得 
f(r) EU, glm)EV, UNV=@, 

充分 大 时 ,有 NS on ICU 1 8ON i, erm ICV. AES IONE gs 
SCN amy)? DÆ Borel 分 离 的 相 巴 盾 。 所 以 , 4, B 是 Borel 分 
mA. WEE, 

命题 9.2.9 ”如 果 {4,} 是 Polish 空间 互 的 互 不 相交 的 Sousline 
子 集 列 , 则 {4,} 是- Bord 分 离 的 ， 即 存在 EB 的 互 不 相交 的 Borel 
TEI {Be} ,使 得 4,08., Vn, 

证 ， 依 命题 9.2.5。9.2.8 ,对 任意 的 ,有 Borel FR F,, 使 得 


A ci y A,CCE\F,). 再 令 B= Fi, B= F AU Bis 


Vn >I, HOVER, 证 毕 。 

EF 9.2.10 《Sousline 准则 ) i E Polish Zi, BCE, M 
Bde Borel 子 集 ,必须 且 只 须 , BG (E\B) 都 是 Sousine FH. 

证 .必要 性 显然 ， 今 设 B 与 CE\B) 都 是 Sousline FH, 依 
命题 9.2.8 ,它们 是 Borel :分离 的 ,所 以 ,B 必 是 Borel 子 集 。 证 
毕 。 5 l 

定理 9.2.11 YEE SE: Polish ZW, SRIREW Borel 于 和 集 的 
Stk, AFL EW Sousline 子 集 , 则 对 于 .有 上 任意 的 -ARME v, 
EHEER Borel 子 集 B，F, 使 得 ACB, (B\A)CF, BC(F) 
0, ; 

和 证。 无妨 设 ” 是 有 限 的 。 对 于 五 的 任意 子 集 3。 我 们 说 存在 
着 $ 关于 > 的 最 小 Borel BR, MA Tew, SCT, 使 得 如 果 
FEB, SCF, N) CT\F)=0, 事实 上 ， 由 于 > 有 限 ， 可 取 
{E,}C @, 8B E,DE,D---DS, # A lim» (E,)=i= 


inf{v(F)|SCF}.4T= [\E,, M scr, TEB, T) =a, 
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如 果 FEZ, SCF, Hil AT) =oTNF)=a, 因此 ,vtT\ 
F)=0, 

现在 来 证 明定 理 。 依 定义 9.2.1, 有 NO Bl BAER AR f, iE 
得 KN”) =A, 对 任意 的 非 负 整 数 #,。:……， na, fT Ea ning 是 
KN aeo) 的 最 小 Borel BER, HERR Enon fiends 
定义 


B= U Ens 
r= Å ue e) 


4A = jN) = |) NaC U En [= B, 


于 是 


由 于 Niem = UNZ ete ps 因此 ,N30 y, Enrere 


依 Enon DEX, » (Enn ae \U FS ze rue) = 0, Yms 


ngs PUL »(F) E 0, 
今 只 须 证 明 (B\A)CF, 设 2€(B\A), FRA mo W 


ze Ps\4。 如 果 RF, 出 z& EuNU Bevan PE EEn N 


(Ú Eum) MIRA ms E € EE。 又 依 的 定义 ;x 


nmt 


EA Enmon MEER, A = 一 (MEN, ER E 


{f(a)} = A TNS, a ef kt 
事实 上 ， m yfn), 取 fz) 在 E 中 的 团 邻 域 V， w8 y&V, f 
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是 连续 的 ， 因此 RERA, IN i mF. V BAR, 因此 ， 
VEIN wpe Mill, ¥ & N Nanon BO {f C) 一 
k=l 


AUGE yy ma) A x € Ese, apt ON aeea) Wk, 因此， ‘Sar 


Ca) € Ag + €(B\A) MPS. Am (B\4A)CF, WE. 
系 9.2.12 UE, A, v 如 定理 9.2.10, 则 存在 EE 的 Borel 子 集 
C, G, (144 CCA, (A\C)CG, v(G) = 0, 
证 、 设 B, F 如 定理 92.11, 令 C= B\F,G 一 FF， 即 满足 
注 本 节 见 参考 文献 【5]，[631，fi129]. 


§ 3. Borel 瑞 象 与 标准 的 Borel 空间 


定义 9.3.1 (E, B) 称 为 Borel 空间 , 指 E 是 一 个 集合 , B 
是 由 五 的 子 集 组 成 的 一 个 o-Bool RR. B 中 的 子 集 将 称 为 E 的 
Borel FR, @tH#RH% Borel 空间 E 的 Borel 构造 . 

例如 是 Polish 空间 , SHEA Bord 子 梨 (定义 9.2.1) 全 
体 , 则 《〈 五 , B) 是 Borel 空间 . 

Borel 空间 (E, Be) 到 Borel 空间 (F, Be) 的 映 象 1 称 
为 Borel 的 , 指 FB) € Bs, YBrE Br. 

WR tit (CE, Br) BO, B) 上 一 一 的 Bord th, 并 
Af thse Borel A.W (E, Be) 5 CF, Br) 是 Borel WH 
AY, f RRO Borel AHER., 

设 (E, Bz) 是 Borel BSA, PIC BH) 称 为 oe HE ROR, 
fA BEARPN BU "Bool 代数 . 

命题 9.3.2 1) 设 (E, Br) (F, Br) 是 Borel 空间 ， 是 
Br WERE, f: Eo PF 是 Borl MH, 4 AMY, PCB 
Be, VBE P; 2) 设 f 是 Polish 空间 E 到 Polish 空间 F 的 连 
续 映 象 ,; 则 f 了 是 Borel 的 ;3) Borel WRAAE Borel 的 ， 

证 ，1) 令 Be 一 {f (B;)| BrE Br}, CERE o-Bool 代 
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数 。 又 若 ee 是 由 PCP) 生成 的 o-Bool 代数 , 则 Brox, 
Hk, PC{(Bpé Brf B) E Br} = BrCBn. ABE 
o-Boo! 代数 ,到 生成 Sr Ah, Br = Br. HM, Bi = Bre 
Ar. Wk fÆ Borel BY. 2) 出 产 : 把 开 集 变 为 开 集 ,再 依 1 立 
R. DETAN. ”证 毕 . 

定义 .3.3 Borel 空间 (E, B) 称 为 标准 的 ; 指 可 以 在 瑟 中 
引入 拓扑 F Ak CE, 7) RA Polish 空间 ,同时 Polish 空间 
(E, FZ) 的 Borel 子 集 全 体 即 为 2. 

显然 Polish 空间 作为 Borel 空间 时 是 标准 的 。 反之 对 于 一 
个 标准 的 Borel 空间 ,可 能 可 以 引 人 几 种 拓扑 ,使 之 都 成 为 Polig, 
空间 ,而 保持 Borel 构造 不 变 ( 例 见 命题 9.3.14). 

命题 9.3.4 1) i CE, B) 是 标准 的 Borel 空间 ， 了 是 E 
中 的 Borel PRS Hi) {x E€ Ele = f} E Bs 

2) 设 (E, BD, (F, Bp) 是 标准 的 Borcl BH, FEE 
PIF AY Borel SR f IS {(x, EE} BE x FH 
Borel FÆ, xE EX F 的 Borel 构造 是 由 Be X BrCWBrt Be, 
BrE Br) 生成 的 o-Bool 代数 (也 是 标准 Borel 空间 让 

ik. 1) HBL ER Polish 空间 , 于 是 A= (Cx, x)] x € E} 
EEXE 的 闭 子 集 。 定义 了 到 EXE MRR FXI; «> 
(Hx), x), DLEE Borel 的 ,从 而 ， (f x DMA) = GE E|x= 
OE Z. 

2) MEX FRR p: GLY, f(z))， 易 见 它 是 
Borel #9. K 1), {(x, f(x))|lx EE}= {(*, Ne 
SLE X FH Borel 子 集 ， 证 毕 。 

命题 9.3.5 iE, FE Polish 空间 ， Perr Borel hk 
R, ABE Sousline 子 集 , 则 (4) EFRY Sousline 子 集 . 

W. eE N 到 E 的 连续 映 象 , HAWN 一 4。 于 是 ， 
fog Æ N” F) F R Borel PRA , Rey 9.3.4, {Cr fog(n)) 12 € N°} 
是 Nm" XF 的 Borel FE, 定义 NX F PIE X FARR gx 
I: Ca, y) > la), y) 它 是 连续 的 ,因此 ，8 xX (ACen, foa(a))] 
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nE NY = (Cx, fs) |e € 4} EEX FAY Sousine PE, 4x 
是 上 xXF 到 下 的 投影 。 则 (A) = aUl, f(x))lx€ 4}) BEA 
Sousline FR. EH, 
定义 9.3.6 RAENFRRF KAD BH MER 2% 
》< 五 :有 FEF ,使 得 {x,y} 中 的 一 个 EF, 而 另 一 个 &F， 
` BIR 9.3.7 设 (E, A) 是 Bod BH, PCB, W FH 
是 等 价 的 : 1) BEDS PER B32) PESRN, 并 且 生 
成 B. . 
证 ， 只 须 由 1) 扒 导 2)，。 EZREDBE, WHE + eve 
E ,使 得 对 任意 的 FEP, x 与 ?同时 属于 或 不 属于 FF. AZ 一 
{BE @\x,y AN BTRABFT B) BR, ZPCLOCRB. MR 
(BICZ, BR UBELS., MR Bo eS, MRA 


th: Or, yX B; @x, ¥€ CBB); © x, y E€ (BN B), 因此 ， 
(BABEL, RHL SE o-Bool 代数 ,所 以 ,， = BB 
不 是 分 离 的 ,矛盾 。 证 毕 , 


定义 9.3.8 Borel 空间 (E, B) 称 为 地 -标准 的 。 BED 


离 的 , 且 : 鹏 包 含 一 个 可 数 的 生成 党 .。 alm. 3.75 这 等 价 于 存在 
PCB, PBR, P ERB, H 多 是 分 离 的 


显然 标准 的 Borel 空间 必 是 过 -标准 的 . 


ig M={a= Cas “*%5 Gas ++) ae 一 0 R 1,Yz}, BIM Æ 
离散 紧 空 间 (0,1) 的 可 数 无 穷 积 : 因 此 ,M 是 紧 的 Polish 空间 。 


定理 9.3.9 Bord 空间 (E; B) 是 士 -标准 的 ,必须 且 只 须 ， 


它 Borel 局 构 于 的 一 个 子 空间 . 
i. id F, 二 {ls € Mla 的 第 > 个 分 量 一 1}, GEM RA 
又 开 子 集 , 并 且 {F,|n} ERME Borel 构造 。 


mR (E, A) 是 二 -标准 的 ,于 是 有 1B CB, CERD, 
并 且 是 分 离 的 ， 定 义 f: E>M, 
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‘ t, 如果 re B, 
a) 的 第 = 个 分 量 一 |” 加 时 gl E EEE 
Vee E, 
出 于 {B,} 是 分 离 的 ,因此 , f 是 一 一 的 ， 注 意 对 任意 的 n, 108.) = 
F NICE), 依 命题 9.3.2, f EB) E) 上 的 Borel Al. RB 
(CE) 的 Borel 构造 由 对 诱导 而 来 , 即 由 (FAKE) a} ER. 
反之 如 (EL, B) Borel 同 构 于 M 的 一 个 子 空间 , 由 于 MM 的 子 


空间 必 是 士 -标准 的 ， Bit. (E, Z) È 士 -标准 的 ， iE, 


BI 9.3.10 FLEE Polish 3, fÆ N” Zj EE g 
映 象 , 见 N°) Æ ERI Borel FE, 

FE, HERRER ks CNS a Ite oes n} 是 五 的 互 不 

相交 的 Sousline 子 舍 列 , 恨 命 题 9.2.9, 有 EE 的 互 不 相交 的 Bore F 


集 列 {F,, wy nyl a> mrs 1,3 tE FON Ses CS Prysks Vay» res 
Re, 归纳 地 定义 : As, a Fas Aseng 2 F n, veep a (IONS, nt) 


N An, imps YÅ > 1, 则 Borel 子 集 族 PAm engl Ais *** eee k > 
i} 有 如 下 性 质 : 


2 了 
3) IN Grene) C Anvar CIN en), 
其 中 AN iom) CA orang MAAAR EN REBR. 


HFF 是 一 一 的 ， 因此 > ła) =] (9 Neier ote ) m, 
AEN Re) Ya= Ce) e N”, 仿照 定理 9.2.11 证 明 的 相应 部 分 ， 


k=1 


a Aneng Vn = (Cn) EN”, 
k=l 


现在 证 明 1(N”) = N 


ñ U ae ais 反之 如 xe 站 Anyone k= A 


K=1 mpe =l ate 


?ms 使 得 de RHE 1), 2)， 
xé ñ U ane Am) 


=) wy 


= An N A N Amm oe x 


Rel nyprunk 


递 推 可 见 有 m= Cm EN”, 使 得 x€ 门 Amrn = {fm} 


所 以 ,x = (me 7(N™), E. 

引 理 9.3.11 GE, FE Polish 空间 ， 是 互 到 了 的 一 一 
Borel 映 象 , 则 (CE) HE FAY Borel FE, HH SREB KE) 上 
的 Bore! 隔 构 . 

W, RI ERER Borel FH 8B, 证 明 {(B) Æ FRY Borel 
FR. E G= {(x, 了 (x))lx€B}， 设 4 是 F 上 相应 的 距离 ,as}) 
FDA RRR. S 


Ux = [ve Fla, a) <A}, VE = ENED). 
我 们 来 证 明 G= NU (VXU. 事实 上 ， 对 和 任意 的 "， 
Uttar, Bit Go MU WExuD, BZR (ey) 
€ M U (tx U2), IREA a, 有 k= k(n) eR G, 7) 
vive, 于 是 fix) E UKN1C8),f 是 一 一 的 ,因此 ,x EB, f) E 


U2, RIEUR Kits G@).)<+, Ea BERKU 


f=, BY Ge, xJEG, 
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由 于 f &— HI, VE CUD, Ben GÆ EX PF 
的 Borel FÆ, 

如 果 G 是 可 数 的 ,向 然 (B) EFA Borel FR, SRG HE 
可 数 的 、 依 命题 9.2.4。 有 KW“ 到 EE XFA ERR es, fe 
8(N”)CG, 并 且 (G\g(N™”)) 是 可 数 的 ， 记 x 是 EXF 到 F 上 
MEY, AF NICE 及 了 是 一 一 的 ， 可 见 rog 是 N” 到 Ff 的 
一 一 连续 映 象 ， 依 引 理 43.10，xog(KN") HEF AS Borel 子 集 ， 于 
Æ, 从 B) = rG = nog(N™) Un(G\g(N")) 是 了 的 Borel FÆ, 

ie. 


定理 9.3.12 eer 的 Borel 2], FE Laan 


Borel 空间 , f 是 已 到 下 的 一 一 Borel RR, Ml KE) 是 下 的 Borel 
子 集 , 并 且 1 是 到 AE) 上 的 Borel fA. . 
W. KER 93I, ALAM FCM. 再 依 引 理 9.3.11 即 得 
iE, 
定理 .3.13 设 E, æ) 是 标准 的 Borel 空间 ， ORR, {n} 
E WB JER B. 
证 ， 设 B. E {B,} 生成 的 o-Bool 代数 ， BA, Br#E 


CE, Be) 是 村- 标准 的 . SEFERI EE; 家) 到 (E,@) 上 


的 一 一 Borel RR WEE 9.3.12, Bo 5 B. iE Hs. 

命题 9.3.14 OC 是 可 分 的 Hilbert 空间 , 则 BCE ) 中 的 
弱 算 子 拓扑 、 强 算 子 拓扑 、 强 # 算 子 拓扑 、 a( BCE), TCH), 
SCB (Æ), TCH ))a SB (Z), TCH)) 及 B), 
T(SC)) 都 产生 相同 的 标准 Borel 构造 , 这 里 所 谓 某 个 拓扑 产生 
的 Borel 构造 , 指 依 这 个 拓扑 的 所 有 开 子 集 上 生成 的 a-Bool 代数 
特别 ,5 二 {a E BOP) cl <1} RBA. BRT 
强 算 子 拓扑 的 三 个 Polish 空间 作为 标准 的 Borel 空间 是 相国 
的 ， 

和 证。 以 2- 表 未 所 提 到 的 诸 拓扑 之 一 。 记 Sa 一 {a € BCE) 
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lal Sa}. Vi = Sis Var =Seu\So, Va Sl. 依 定义 9.11 下 
BMH, (Sa 7) 是 Polish 空间 。 BTV. E Sa 7) 的 开 
TRAE, (Vis 7) thE Polish 空间 ,Yn。 cit, BOO) 作 
为 OZ) 的 拓扑 并 也 是 Polish Z0, EAB T. 
显然 BOE) WFRUE T -FE UNV. BVT) 的 
FTE, Yn, TE UC Bs, 这 里 Be 是 由 BCE) OT -FR 
全 体 生 成 的 o-Bool 代数 。 又 显然 TXT. Bs = Bs, 
这 里 Bae 是 Polih 空间 B(A), FT’) 的 Borel FRZ, 
BD (BCE), Bs) 是 标准 的 Borel SH. 又 显然 BBs, 
这 里 + 表示 Mackey fh HG (BCE), TE), 依 定 理 9.3.13， 
Bi= Bs, NF, WHE, 

WM 93.15 ” 设 互 是 标准 的 Borel 空间 , BCE, 则 B 作 为 E 
的 Borel 子 空 间 是 标准 的 , 当 且 仅 当 ,了 3 是 互 的 Borel FR. 

i. REEDED, THRABVEPMRAMRR., KEB 
9.3.12, RUIL BEER Borel FE., 反之 设 8 是 的 Borel FR, 
KV EF Polish 空间 , 依 命题 9.2.3, 有 Polish 空间 ,及 了 到 
互 的 一 一 连续 胶 象 九 使 得 KP) 一 B, 依 定理 93.12, 1 是 了 到 8 
上 的 Borel 同 构 ,因此 ,B 是 标准 的 。 证 毕 . 

定理 9.3.16 ”标准 Borel 空间 的 势 或 为 可 数 或 为 连续 统 ， 并 
且 等 势 的 标准 Bore! 空间 是 Borel 同 构 的 ， l 

证 。 依 命题 9.1. 1 RNR ARS AE RAE Borel 空间 

E JERES R Borel AR, 

依 命题 9.1.10， 存 在 Ne BREL-—-#ARAR BKB 
9.1.11 及 定理 9.3.12, AWA RB) FH Borel Aly fee CEN 
HR) 是 可 数 的 。 取 工 为 R 的 闭 子 集 , 且 *T = *(E\f(R)). 6 
RATEJ (EVR) 上 的 Borel 同 构 gq， 依 命题 9.1.10, 也 有 (RN 
了 7) 到 RR. 上 的 Borel A. 今 命 


sO 一 oy， 加 果 VET, 
即 见 g 是 及 到 E EA Bore! AA. 证 毕 。 =e. 
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foo(e), 如果 re (R\T); ej 


PT 


注 本 节 见 参考 文献 [5]，[71], [129], 


§4. Borel 截面 


BIR 94.8 AT N 俯 这 样 的 全 序 : n< m 2 =m 或 者 
存在 7， 使 得 a 一 mk 1S <j, Raj m WN 的 每 个 非 
空 闭 子 集 有 最 小 元 。 

证 ， 设 F 是 N” WASH FR, $ a = mafala = (ay) € 
F}, F, = {n = (n) EF |n, = 4,}30, = minfn|n = (n) € Fy, 
F: = {s = (a4) € Fila, = a}; +++, WEBA Fi 了 DF, 了 D:…, 显 
R Fi 关于 “的 直径 <2, 因此 N Fi 仅 包 仿 一 点 ,这 个 点 显然 


是 F 的 最 小 元 。 证 毕 . 

定理 9.4.2 设 E 是 Polish 空间 ,~ 是 B 中 的 等 价 关系 ,使 得 

1) 对 任意 的 EE, {ye Ely ~ x} 是 闭 的 ; 

2) MRF EATS Foyer) 存在 x EF ,使 得 
x ~ y} BLEW Bord 子 集 ,或 者 代 以 2) 为 

2) 如 果 了 为 五 的 开 子 集 , 则 他 一 {ye 5| 存在 xe Vv, EB 
x~ y} 是 五 的 Borel FH. 

那么 ,存在 吾 的 Borel 子 集 B ,使 得 B 与 的 每 个 等 价 类 的 交 
包 舍 县 仅 包 含 一 个 点 。 

T. URE LEME, 如 果 1), 2) 满足 , WE HES 


PFS {BC -es #4)), 使 得 @ E = (J B(zD);@BCm =+, 


na) = U Bla, tta Aes £); ®B(ns eryn) 的 d- A2, 


如 果 1), 2) 满足 , 取 叫 的 非 空 开 子 集 族 (B -mj thi 
EOG, #HE® Bry y- Akt) Bim, eal | me). ATs 
是 Polish SH {BC s a4)} 是 找 得 到 的 ， . 
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在 每 个 情形 中 ， RAE Rf: NPSE, 使 得 UOS 


N Bms sefy ng) Yn = C) EN”, 则 易 见 N°") a 五 ,并 且 


f 是 连续 的 。 %y 
id Bm, ons ng) mm {ye E| FE x€ Blms Sy Mr)» 使 得 
z~ Yt, RERE BH ER Borel 子 集 。 今 归纳 地 定义 五 的 Borel 
FRR {4u eea n): 
A(m) oe Boa) ALE \ U B(m)|, 


m1 


A(t, tts Ras) = BCs trta Mead MAC, teea na) 


ne \O U Briss sams mand) 


PAK ASK 4I f 
对 的 每 个 等 价 类 X, 依 1) 可 见 OO 是 Ne 的 非 空 亲子 
集 , 由 引 理 9.4.1, X) 有 最 小 元 (P14) = P= HX). 我 们 将 有 


a) ACs PAS pMNX= BCA.» te PNK = DB, Wk; 
b) 如 果 Cms vrs ny) = CP TE Pado 则 ACn, “t%s 


n) NX 一 Ø, Wk, 事实 上 ， fCp) EX, {1Cp)} N BCA, -tty 


Pa) Bit, BA, PONZ ED, WR. WREX, APs tts 
PNXCBO, “9+, PONX, Vk, 今 若 x€BO)NX, HAA 
m < Py, HBB rE B(m). 取 y€ Bim), y~x MRA m= 
(m,JEN”, EH y = f(m), 于 是 mEf《X)。 但 ?是 F(X) 
的 最 小 元 , 便 与 ml <P. FM. Bb, rE BCA) \ U Bom) 


= ACP), BI AGINX 一 BC) 让 X- 再 用 归纳 法 及 相仿 的 手 
续 。 可 见 a) 成 立 。 Sw Cm, trom) AA. Pe), BA 
KE ALm, tta 2 IX, FRA 2 = (nm, no, Rk …") EN”, ff 
得 f(n) = x, Bp z EFX), 因此 n> p, E ns’ mm) = 
CPi tt Pes AGA SR) EB n = bi Sici P< 
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Mis TE 
ACP, to, Pini) NBA, -r.a P) 
cje NU BA, ys PPN Ee -Aj = BS, 
<a; ` 


BBM BOs s PANAX S D, Alt, XCO es 
Pi). MI<ko Mie 
x€A(ms tery a) 0X 
= AÇ Pss ttes Pis MIN XTCAP -ta Pia mi) 
NBA, P) E 
TA. A b) maz. | 
&B=f) U Ata …， n) EERE ER Borel 子 


. kag speek 


集 , 并 且 对 五 的 每 个 等 价 类 X , fi a), b), 
BX = a LJ (A(n, Teg DNX) 


Ke spaak 


aun) (ACP ttes pe) NX) 
a AB. e PAX). 


= (N B(P, :> pa) NX = {f(>)}, 


这 里 f= (Pt) PX) 的 最 小 元 , 所 以 ,8 与 的 每 个 等 价 类 
的 交 包 含 且 仅 包含 一 个 点 ， TE. | 

ETIA 设 了 是 Polish 空间 到 Borel 空间 上 的 Boref 
映 象 ,并 且 满 足 

1) 7Uy) BEAR, vye Fs 

2) 了 把 吾 的 任何 闭 子 集 变 为 五 的 Borel FH, 或 者 代 芭 2) 为 

2’) {E EWEMA TRE FH Borel FÆ.. 

那么 了 有 Borel 截面 ， 即 存在 F 到 E 的 Borel 映 象 8， 使 得 
jogg) =y, WYE F, 
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证 ， 在 请 中 引 人 等 价 关 系 ~: n~on 指 e) =e B 
见 将 满足 定理 9.42 AK, 因此 有 EE 的 Borel FH B, 使 得 
G"CO) NB) 包含 且 仅 包含 一 个 点 ，Yy E FF。 & {eG} 一 
PUyPNB, ME, fogy) =y, WEF, 设 @G 是 吾 的 闭 子 集 ( 当 
满足 条 件 2) 时 ) 或 者 是 的 开 子 集 ( 当 满足 条 件 2) 时 ), 于 是 1(G》 
是 下 的 Borel FR, 但 g-(G) 一 从 G), 依 命题 9.32, g 是 Borel 
mee. EE, l 

BIR 9.4.4 设 9 是 具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， > 是 
Q 上 正则 的 Borel WE, ÆN FIO 的 连续 映 象 ， 则 存在 2 = 
ICN) 到 Ne 的 映 象 g, 及 包含 在 0 中 的 紧 子 集 殉 【天 。} ,使 得 


` fogle) = x, Wr 0’, (@\U K,\oR v-3#, 


并 且 对 每 个 a, g 在 天 。 上 是 连续 的 。 

W. WHER rel, HF 了 是 连续 的 ， 广 ({z}) 是 N” 的 
非 空 闭 子 集 ， 它 有 最 小 元 ， 记 作 eG). BE fogl) =x, Wee 
四 

ARO BOK Sousline FH, KK 9.2.12, » 的 og- 有限 性 及 
两 正则 些 ， 我 们 只 须 对 包含 在 O HHERETEK, SR 
紧 子 集 列 {K,}, E KCK, gE K, LER, Va, HH 


» (kN U RK, ) = 0, 
1) ORTE EAH vy EA Borel 核 的 , 指 存在 Borel F 
集 F, Gs, 使 得 FCE,(E\FICG, HH v《G) = 0. 依 系 9.2.12， 
@ 的 任意 Soustine 子 集 关于 "是 有 Borel BN. 又 如 果 EF 
> 是 有 Bor! 核 的 ,显然 U E, SF ve 也 将 有 Borel 核 。 此 外 ， 


如 果 E 关于 ”是 有 Borel MH, i= 1,2, A (ENE) 关于 > 
也 有 Borel 核 。 事 实 上 , 设 Fi, Gi 如 定义 , i 一 1， 2， 则 Bc 
FU G, 于 是 ， F= FACE: U Gi).CCEN\E2)> 及 (E\ED\FC 
G U Gz RS > 
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2) & Q = {n = (nx) EN”| 除去 有 限 个 外 , 内 都 一 中 }, 它 是 
Ne 的 可 数 子 集 ， 设 ?是 N” 的 开 子 集 , 如果 a= (EV, LA 
ko EE NG, & 

a= (ms e*t Mears Ds coe) 

za = Crys oy mn 1,0, °°°), 
于 是 ，z6 [ay n) 一 ftzeNr|la Ka < a}CN zan 由 于 2 是 
ARH, Ait, VORB (a. z) 一 [0, z)\(0, 4) 的 可 数 并 
(21. 2€ Q), 

3) 对 任意 的 z€ 0, CEO, z)) = 10, 2)), BEL, w 
果 rEg CiO, 2)), 则 x* 一 fog(x)€f4(10,z))， 反 之 如 果 nE 
10, 2), W e RE X, gofa) 一 FU 的 最 小 元 , 因此 ， 
gof(n) <n, Mifi, gofa) ELO, 2); BI f(a) €E 8 (LO, 2)), 

4) 对 任意 的 z€ 0, (0, 2) PRE N” 的 Borel FR, F Æ 
连续 的 ,因此 由 3),， Eo, #2)) = 7(10, z}) BOR Sousline F 
集 。 依 系 92.12,。g [0, s)) AF» RA Borel 核 的 . 

5) 对 N@ ERA ER VFR, gaV) Bg CF) 
于 vv 都 有 Borel $. BEE, H1).2),4, eV) 关于 > 是 有 
Borel 核 的 . 又 (F) = O\E*CF’), 这 里 F = 因此 ， 

gF) 关于 > 也 有 Borel 核 . 

今 设 K 是 8 的 紧 子 集 ,KCO {ax} JE N” 的 可 数 和 集 ， 4 是 

N” 中 的 虐 离 (9.1.6), 令 
Any = {x €K|d(g(x), og) EPY 
并 命 


k 
Bie = Arp» Bese = Aun NO Aip 
#=1 


于 是 对 任何 的 pz, 有 
BiN Bip = D, Wi ref, 


U Bip pay, L) Ange 一 天 
kal eat 


又 定义 gp: KN”, 
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Bele) = ay, 如 果 rE Bes 


易 见 glr) B, Wx € K, 

HERA k, P, HR 5), dar 关于 > 是 其 有 Borel 核 的 ,因此 。 
Bye 关于 ?也 有 Borel 核 。 于 是 对 任意 的 正 整 数 m, 依 2 的 正则 
性 及 gp 的 定义 ,可 以 投 到 紧 子 集 KECK, 使 得 gp 在 KE bE 
SHEA KNKI) < Cm - 2P), & K™ 一 N Ky, W gp 在 


K™ EER, Ve, HHH (KK) < m, Ym, JN" 到 其 第 j 
个 分 量 上 的 投影 映 象 为 zs, 自然 Grig) G0) > Gig) ts), Vré K, 
依 Egorov 定理 ?, 对 任意 的 s > 0, ERTE KYCK™, 使 得 
Caig) Cr) > Cae) 对 + € KY 一 致 ， 
并 且 KKNK) < Die, & KP = 门 KY, W 
i 


gel) g(a), 对 ze KB 一 致 

并 且 (KNKF) <e, FE, 在 KO 上 也 是 连续 的 ， 今 fr 
{K,} = { 天 和 mm 六 EKR) N) 天 CE 在 天 。 上 连续 ,Yo ,并 
且 "(x\U K。 ) 一 0。 “证 毕 . 

EM 9.4.5 ik E, F 是 Polish 空间 ， ort Borel $ 
集 全 体 上 的 oc- 有 限 测度 ，G 是 EX FH Sonsline FR. MR rr 
是 Ex F 到 上 的 投影 , 则 存在 R= aG) 到 互 中 的 映 象 g:， 及 
五 的 Bore) FR BCR, WA 

(eG), YEG, WER, 

HH gk BEER Borel PRR, AM CR\B) BATHA- = 
集 之 中 ， 

证 。 由 于 yo- 有 限 ， 依 命题 9.3.15, 9.3.16, 无 妨 认 为 就 是 
具 可 数 基 的 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 及 ?是 下 上 正则 的 Borel W 
H.OGEEX FA Sousline FE, 于 是 有 N” SIE X FUER 
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映 象 ,使 得 XCN”) 一 G. 令 f = noh, I] R= 1CN™*)， 依 引 理 
9.4.4, ARE) N° PMR n, BPAY Borel FR BCR, 使 得 
fon(y) = 7, WYER, 并 且 ” 在 8B 上 是 Bor! 的 ,以 及 《RNB) 包 
SPE n- BRS, frr EE X FF 到 上 的 投影 ,8 一 xpoho%， 
于 是 g:R 一 E, 且 81B 是 Borl WB. MHRA ?6 R,honty) E 
G, 由 于 xpchon(y) = fon(y) = Y, Aub, (ely), y) = Aon) € 
G. WH, 

命题 9.4.6 1B, F 是 标准 的 Borel Sl, f BEBIF LY 
Borel 映 象 , > SE FAY Borel 子 集 全 体 上 的 o- 有 限 测度 , 则 f 有关 
Fv RY Borel 截面 MA PRY Borel FH Fo, (F\Fo) BEN 
Borel PRR gE vC Fs) = 0, fogly) —¥, Wy ENF). 

证 。 依 命题 9.3,4, f 的 图 象 G 二 {(x, f@))|<¢ E} REX 
FRY Borel FÆ., 又 a G) =F, BREM 9.4.5 BBE, 

命题 9.4.7 OE, F 是 标准 的 Bor) 空间 ，f 是 E 到 Ff 上 的 
Borel BRGY, HSE EMS Borel 子 集 全 体 上 的 有 限 测 度 ， 在 EB 中 引 人 
等 价 关系 ~， XI1 人 XY #8 Ha) = f(x), 则 有 如 的 完满 的 (在 一 的 
意义 下 ) Borel 子 集 Eo. (Eo) 一 0 使 得 在 《ENEo) 上 有 Borel 
截面 。 

i, > v= poft, BE FR Borel 子 集 全 体 上 的 有 限 测 度 。 
依 命题 9.4.6。 有 下 的 Borel FH FoR CF\F.) FIERY Borel Be 
Re, 使 得 v(Fo) = 0, 并且 fog(y) = y, WEOE) 今 命 
E, 一 六 (Fo)， 它 是 五 的 完满 的 Borel FR, (E) 一 0. BR 
大 ENEo) = F\Fo g(F\FO)C(E\Eo), 因此 ,ff 在 CE\E,) 上 有 
Borel RM. 证 毕 ， 

注 本 节 见 参考 文献 [5]; [17]; [21]; 184]. 
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第 十 章 von Neumann 代数 的 
Borel 空间 


WF EA SH Hilbert 空间 , .er 是 22 中 N 代数 的 全 体 ， 
E. G. Effros Æ .er 中 引 人 了 一 种 Borel 构造 ， 使 之 成 为 标准 的 
Borel 空间 (10.3.2)。 本 章 51—53 就 来 叙述 这 个 Bore! 构造 ,并 且 
指出 Z ”中 因子 的 全 体 . 多 是 .oz 的 Borel 子 集 ， 从 而 依 诱导 的 构 
Ha, 多 也 是 标准 的 Borel 空间 (10.3.6)。 $4 指出 ee” 中 各 类 因子 
的 全 体 F ip Fs Fi, Fy 及 Fin PEF HW Borel F 
(10.4.16). J. T. Schwartz 曾 指出 过 Fin 的 可 测 性 ， 后 来 ， 
O. Nielsen 证 明了 Ain 还 是 Borel 子 集 。 同样 的 结果 对 .er 也 
是 成 立 的 ,但 由 于 要 用 到 约 化 理论 ,我 们 将 在 第 十 一 章 来 讨论 它 。 


§1. W(X") 的 标准 Borel 构造 


WE EHHE, CCE) RA EDIESATRNSH, 
引 理 101.1 WẸ (E, d) 是 紧 距离 空间 ,对 任意 的 Fi, Fs€ 
CCE), 定义 l 
plF,s F,) = max {sup dCs, F;), sup ay, F,)} 


U (EE), o) EREZNI. 
证 . 易 见 ? 是 gE) 上 的 距离 。 设 {xs} 是 五 的 可 数 稠 集 ， 


对 任意 的 e> 0, AT (E, d) 是 紧 的 ， 必 有 不 ,使 得 ü SaG@is 
e) = E。 我 们 说 相应 有 

UU SANrihe 8) = FE). 
事实 上 ,对 任意 的 RE 宅 (CE)， 必 有 ICL, -skh tE Sx, 


由 37 入 


NFS OS, wel, HH U Sales OF. 于 是 ,对 任意 的 
Fel 


El, d(x;, F) <8; 对 任意 的 YEF, 必 有 El, dry) <e, 
MA, elake F) <8, 

今 只 须 证 明 (ECE), 0) 是 完备 的 ， 设 (FECE 并 
B eC F,, Fm) 一 0。 命 

F = {16 El BFA {a}, ray Fay, WR, Hzn > e}, E 
FTEEREZA, FSS. Amak FeZ) HEER e> 
0,47 和 ,使 得 pC(Fs, Fad <8, Yn, m >m. RAE n>m), 
4 yer, 时 , 由 于 8O, Fa) <e, Ym >m, AU rm Fns 
使 得 d(y, xm) <6, Ym >n. BP ER RIES, (talm > m} 
中 有 子 列 收敛 于 re ,由 此 ，dCy ,z+) 所 6 所 以 ,dy F)<e, 
VYyEF,。 肥 之 设 x € F,A FAN aR x5, € Fay, Why E ta 
x, RABDAK. AMS dams) <e, HH mem AF dens 
Fa) < s, 因 此 有 ve F,, E4 dey, <e. Mit de, y) < 
2e. ED d(x, Fa) <2e, Vere F, EMEA CFs F) <2e 
Wn > ts, Ak, e( Fa, F)— 0, IEH, 

引 理 10.1.2 8 (P, 2) BSBA, EPH Polish F 
ZEM (FCE), o) 也 是 Polish ZA. 

X. 设 五 是 在 P 中 的 闭 包 , TÆ, (2,2) 是 紧 距 离 空间 ， 
依 引 理 1011, (€ (E), p) 也 是 紧 惠 离 空间 。 RRR f: 
@(E)> ECE), (FI 一 下 ，YFE gE), 这 里 是 F 在 P 中 
WH. 易 见 

PLECE), ICF) = pl Fi, Fa), VWFi, Fo€ OCE) 

以 及 ZF(E)) 一 {KES(E)I(KNE) EK PRR. > 
(EE), p) 与 GECE) e) BRATHAN, Alt, RATE 
H@CE)) Æ (€E), p) 的 Polish 子 空间 ， 依 命题 9.1.3, 要 证 
KECE) E (CE), p) 的 G: TR. 

由 于 E 是 了 的 Polish 子 空间 , 依 命题 9.1.3, 可 写 E = (Vn, 
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这 里 每 个 ,是 的 开 子 集 ， WR KE @(E)HA (KAV) 在 
KHR, Vn, RT KEREC). 事实 上 ,KK 是 PP 的 紧 子 集 , 从 
而 是 Bare ZHL 4 (KNAV) 是 KK 的 开 黎 集 ， Alt, KNE= 
C\(KNYV,) BEKRA, KEKEE). 由 此， 


KEE) = {KE YG(E)I(KNTV,) EKAM Vn}, 
命 Zs 一 {KEé GECKNT,) KEK rhea}, Vn, Ri (ECE D= 


NENE). FRAMES X E (P(E), 0) 的 Fo 子 


集 ( 闭 集 的 可 数 并 ). 
任意 固定 w, 当 KEE., HS L= KNV,,WKNV, CLO 


KK， 从 而 如 果 KNV.*+ 贡 ， 或 者 下 包含 两 个 以 上 的 点 ， 有 Le 
ECE), È KNV, CLK, 由 此 ， 


3, = F UCK, DR Lé @(E), KNV,CLCK}\A). 
这 里 A 一 {(K, KIKE Z(E). MH OCA) x CZ) 到 其 
第 一 分 量 上 的 投影 F —{{x} ee BV}, FHWA 多 是 
(ECE), p) 的 闭 子 集 。 继 而 命 

S, = KK, L)|K, Le @(#),KNV.CLCK}, 
我 们 说 5, 是 CCA) X SCE) 的 闭 子 集 。 BLE, iS. HH 
(Kay Le) > (K, L). 如 果 ee KNV,, 由 于 p(K, Ke) > 0,8 
此 存在 zwe Ky 使 得 C(x, en) —> 0, 但 x6 V,, Ve 是 开 集 ,所 
DX m FEST ART » 
SmE Kal) VaClmCK my 

又 e(Le, L)—> 0, Atk, den, L) 一 0, xe L, BA KOVAC 
L, MR VE L, H oC La, L) > 0, E ym& Lm CK, 使 得 dm, 
y)— 0. 但 p(Km, KD > 0, 因此 dn, K) —> 0, YEK. BLC 
K, (K, LJE Sa. 

入 显 然 是 紧 距 离 空 间 CCE) x (2) HAR AmE Ge F 
集 。 进 而 SA) 是 Fe 子 集 , 即 可 写 
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SAA = LJ Cms 


其 中 Co。 是 EE) X (CE) KWETE, Vm, Xi 是 连续 的 , 因 
ik, M(S.\4) = U WC.) 是 GCE) 的 F。 子 集 。 ER. 


定义 10.1.3 WER Polish 空间 , CCE) 是 E 的 非 空 闭 子 集 
全 体 , 给 予 ECE) Borel 构造 P,P uU) = {Fe @(E)IFN 
Us øo} WURENASHA FRIAR, 

定理 1014 设 E 是 Polish Bilal, N (ECE), 2) 是 标准 
的 Borel 空间 .. 

证 ， 依 命题 9.1.4, EOLA HE P= 二 [0, 1]” 的 Polish Fe 
间 。 ?上 自然 有 距离 4。 使 之 成 为 紧 距 离 空间 依 引 理 10.1.2, 
(ECE), p) 是 Polish 空间 。 今 只 须 证 明 P 产生 的 Borel 构造 即 
P, 

首先 MRURB EDR FHF (U) (WE 10.1.3) 
CECE), po) MAFR. 事实 上 , 设 Feu), WA xe F Rz 
FBR 了 CU， 从 而 如 果 Ge VL), 使 得 of F,G) 充分 小 ， 
则 dz, G) BEA, Ak, CAV Æ, GAU =Ø, BI GE 
u(U), 

由 此 ， Pe 产生 的 Borel WI. 今 依 定理 9.3.13， 只 须 证 
明 多 包含 分 离 的 可 数 族 . {Ue} 是 五 拓扑 的 可 数 基 、 我 们 证 明 
{uUa 是 分 离 的 即 可 。 如 果 F, GE CCE), FG AGRA 
xE F\G, 于 是 存在 * AWR U, EE UNG = Ø. Katre 
UCU, 即 有 FAU, = Ø, GAU, =Ø. 所 以 ，F &€ wlU.)， 
G&ulU,)。 EE. 

命题 10.1.5 HCE, d) 是 完备 可 分 的 距离 空间 , 则 儿 (E) 的 
标准 Borel 构造 她 是 使 得 F — dlr, F) 为 ECE) LARA 
的 最 小 Borel Hi, Vre E, MES, AA [FEE (Eld, 
F)< 二 4} (Were E, 1 >0) ÆR. 

证 ， 首 先 对 任意 的 re E, > 0, $ US {ve Elde, y)< 
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A}, lV) = {Fe SE) d(x, F) <A}, A AF ESE) 
dz, F) <AapeP, 

依 定理 9.3.13， 今 内 须 证 明 形 如 {Fe @(E)|d(x, F)< 4} 
(E E, 1> 0) HERMES ROTM. Bix.) 是 (E, d) 的 
ERPS Unn = (x € El a(x, re) < mh, B Onn = uU na) = 
{Fé @(E)\d(x,, F) < m}, Vm, n MR F,GE@(E),F = 
G, 无 妨 设 有 x€ F\G, FEmROAKNA d(x, G) > 2m, W 
tay E dr,e) < mm, FE d(xs, F) <m’, Bp F € Om. . 

另 一 方面 ， 
d(x,, G) > d(x, G) — d,, xs) >m, 
因此 G 关 8。。 所 以 {Ome} 是 分 离 的 。 ”证 毕 . 

命题 10.1.6” 设 入 是 ( 复 或 实 ) 可 分 的 Banach 空间 ,CCX) 表 
未 和 的 闭 线 性子 空间 的 全 体 , 则 CCX) 是 (多 (X), Z) 的 Borel 
子 集 . 

证 。 设 {Vs} 是 x 拓扑 的 可 数 基 ， 只 须 证 明 CC(X)= 


O [uy UaV Y UV + VIO N VY Uu VI 
mn isk 


kE) 是 《和 揽 或 实 ) 有 理 数 的 全 体 ，x(T) = EXN m), 
Vm, 事实 上 上, 如果 Ee 等 式 的 右边 ; 则 对 任意 的 m,x,i, 有 如 果 
ENVa = Ø, ENV = Ø, 则 EN(Vw +V.) =Ø; ii) OR 
ENK: = Ø; W ENY) = Ø, Yk. Blt, WR r, EE, 
aeC (RR), W Vn, Vs 分别 紧缩 于 x,》 及 有 理 数列 一 ->4, Al 
FERPA, 可见 (x 十 EE, re E, BI EEC(X). RZ, 
如 果 EE C(X), 则 对 任意 的 wm, x,i, ALEN i), i), 因此 Fe 
AWA. HE, 

定理 10.1.7 设 X 是 ( 复 或 实 ) 可 分 的 Banach 空间 ,CCX) 表 
示 久 的 闭 线 狂 子 空间 金 体 ，W(X*) 表示 X* 的 弱 # ARF Ss 
EEK, J! 

1) CCX) 的 如 下 形式 的 子 集 
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{Ee CCX) lle + Ell <a}, Were X,1>0 
生成 CCX) 的 标准 Borel 构造 ; 
2) W(X*) 的 如 下 形式 子 集 
{E*€ WCX*)|llx + Etl}< a}, Wee X, 20 
生成 W(X*) 的 标准 Borel 构造 。 这 里 EX 是 E* XH Z 
部 分 . 
3. 1) 由 命题 9.3.15, 10.1.6 及 10.1.5 立 见 。 
2) RAB E* -> ET 是 W(X*) 到 CC(X》 上 的 一 一 映 
象 。 ER. 
命题 10.1.8 设 比 是 可 分 的 Hilbert 空间 , WC) RRO 
的 闭 线性 子 空间 全 体 , 则 
{Ee w( Se) E+ El < aj, VEE ,A>0 
生成 WCE) 的 标准 Borel 构造 ,并 且 E E+ 是 WS) 到 
WC) 上 的 Borel 同 构 。 
证 ， 只 须 对 任意 的 EC, 2>0, TERA 
{Ee wile + E+] < 1} 
是 w(2@) 的 Borel 子 集 ， 如 果 a> lgl, BR {EE WC 好 | 
le 十 EHI <2} = WOR), AERE IES MMR Ee 
WCE), G p RZE LORK, il 
NE + E+) = igl, g+ E} = IO — pel’. 
如 果 命 u= Ce? E, TA 
{Ee WC) (IIE + E*h <a} 
= {EE WC) NE + Ell > a} 


Sw Ee WIE + EN 
<tn} 


是 W2) 的 Borel 子 集 。 证 毕 , 
$ 本 节 见 参考 文献 [251，[119]。 
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§2 Borel 选择 函数 列 


首先 讨论 一 下 Hahn-Banach 定理 的 过 程 。 设 多 是 实 Banach 
空间 , E 是 X 的 线性 子 空间 , 了 是 互 上 范 数 <1 RH, xe 
ANE ,我 们 要 把 f 保 范 地 开拓 到 E 十 [x] ERER 
(Ke + wl Slet wll, Vwe EE. 
因此 需要 取 fe) 满足 : 
=le + al] — Hu) fx) 所 x 二 惟一 fv), 
Wu, ve E, 


Lf) = sup (— le + wll — fC), 
M(}) = inf (fx + oll f(z)), 


FREER LY < HO SMG) . 

310.21 设 (E*) = {fe E* INF <1}, WL) 是 
(E*)， 上 的 山 函 数 ,并 且 1 一 工 (1) = 一 M( 一 力 E (Eh 的 内 
部 是 连续 的 ， . l 

HE, 设 4€ 10, 1], fage CE"), MEERI ue E, 一 lx 十 
ull—Caf 十 (1 — ae) Ca) = ai ha tbo) tC M 2) - 
[一 lz + all — gC) <ALG) + (1 一 L(g)， Bit, LOS + 
(1—A)g) SALG) + C1 — aDLCe). B LC) 是 (E*) 上 的 
凸 函数 . 

今 设 fe E*, (fll 和 1 一 ?这 里 nE (0,1). Æ V = {fe 
E*\|ifll <n} 上 定义 函数 FC) = LG + f) — LO), 于 是 我 们 
要 证 F(-) E F= 0 处 是 连续 的 。 显然，F(0) =—0, FC) HV 
LEDAX, Hk MCO) 的 定义 ， 

FG) SM + he) — LG < del — LG), YEV, 
jd s= fix — L(fe). 对 任意 的 £E (0, 1), x IH) < ge Rta fs 
+8 BEV, TÆR F(-) 的 凸 性 ， 
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F(f) = F((1— e) -0 -+ e- 84) SeF(e 4) < ea, 
0 = FCCL + e) f+ ell + ey!. (—e7'f)) 
< (1 + e)“F(f) + ell +8)”F(—e™f), 
第 二 式 即 FC) > — eF(—874) >— eo, A, (FO) See, 
这 正 表明 FC) 在 f 一 0 处 是 连续 的 。 证 毕 。 

定理 10.2.2 eX EBSA Banach 空间 , WCX*) 赋予 定理 
10.1.7 的 标准 Borel 构造 ， 则 存在 Borel p RA) fe: WOXI 
(X*, of X*, X)), 这 里 o({X*, X) 是 X* HAS IRI, (HA 
RG EXE W(X*) Ron, fe(E*)€ (E*), CB 加 (BE*)E E*, H 
IRCE <1), It {fC E*)\2} E CE*), Hse 55 A. 

证 ， 首 先 设 X 是 实 的 ，{xs} EX RAR A n= 0, 
E*€ W(X*), 于 是 {zs = za + Et|n} 是 XE} DAR. id 
Ba = B,(E*) = [ñs ---,%2), BH XET 的 有 限 维 子 空间 ， 
We, WHERAN 上 一 (和 to 这 里 xc (0,11, Ve, R 
们 来 定义 X/ET LERS HORE, BD Ae CE*). B 

然 i Gi) = P G) 一 0， 归纳 假定 六 E B, TURT ER 并 且 
晴 。 上 范 数 委 1。 进 而 命 

fe Cla) = tes LP) + — tar MC). (1) 
这 里 LG) = sop{— |l Zsu + ël 一 AROC Ba}s M(fP)= 
inff | 和 -+ all — Oe Baj. H Fenu ð Bn 了 时， 由 前 面 关 于 
Hahn-Banach 定理 的 讨论 , TULA 将 成 为 Ba LØR S 1 的 线 
HEZA. 4 xc 了。 有 时， 我 们 指出 (1) 原来 就 是 成 立 的 。 事实 
上 ,由 于 六 在 8。 上 范 数 < 1, Ae Goa + D 所 | 十 
wil, VOC Ba MT Feu + al- < fn) S zis 十 
öl — F G), Wa, FEB, KR LG) 与 MG) 的 定义 ,可 见 

—fi'(— Fee) S LG ri <f Enn) < MED ý 

<f *C— Fn) 

即 Gen) = LOP) = MO), Alt (1) 原来 就 是 成 立 的 。 这 


1) FATA Borel 空间 时 ?其 Borel 构造 指 由 其 开 集 全 体 所 生成 . 
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样 归纳 地 便 可 得 到 Pe CE*).. 现在 指出 UP lr = rn) re 有 
理 数 月 € (0,1), Va, REARS), r, 都 一 01 在 《BE*) 中 
ER * 稠 的 , 即 对 任意 的 FE 五 *， 川 二 1 及 s> 0, ZIRA 
上 的 +, 使 得 
GP NGD <e, 1<i<n, 
当 n 二 1 时, 由 于 五 一 5。 取 任意 的 ”> 部 是 成 立 的 ， 今 妇 纳 假定 
对 + 及 任意 的 s > 0, 存 在 有 理 数 nee, rE [0, 1]， 只 要 > 一 
《ro Fastet) OA ren 起 ,可 以 是 [9,1] 中 任意 的 有 理 数 ,但 
除 有 限 个 外 均 为 0), 就 有 IGP 一 们 (2)| <e, 1 所 i 所 n. 今 
对 于 (Cn 十 1) 及 o> 0, K5 10.2.1, 存在 5 之 0。 对 任何 的 
ee BX， 内 要 1(8 一 了 (Xi)| <a, Sin (这 将 使 得 lle 一 
f| Be!) EON) RA a 
ILA) — Le) <8, |MG)—M(8)| <8, (2) 
这 里 L(A) = sup{~ eeu. + Al — AlE Be} 及 MCh) = ink 
{hsa — ol — ACFE By, WAE BE. 对 此 了 二 0， 依 归纳 假 
定 , 将 有 Fis """s Tas 使 得 IGP — pt) <y, 1 Sista, 这 
里 ”一 (rm taret) 由 于 了 在 Ban CARDA, FH 
LG) SEn) SMO), 因此 有 tar. € [0, 1] 使 得 
Fn) = tanLCf) + (1 — tra DMGE) 

RA), Eau) = ren lh GE) 十 (1 S rn DMG 今 取 有 理 数 
Prats 充分 接近 tes W (2), 44 [Cf P (Xa) <e, TA 
为 n <8, K (+1) k >o, WA rotto ren, AB 
r= (ry o's Posts ORE ONE) < sy 1 Sint 
L 

现在 对 于 任意 的 上 一 (at oo), KH 1,€ [0,1], 
Wa, RAK EHH E*— fH 是 WCX*) BY OCA", o (X*, X)) 的 
Borel PR ARIER 2 WEB E* >G) 是 W(X*) 上 
的 Borel 可 测 函 数 。 当 = 一 1 时 ,由 :一 0， 这 是 显然 的 。55 纳 
TEN Sn 成 立 。 依 作法 ， 

i’ au) = taal) 十 《1 一 tend MF). 
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注意 
LG) = sup{— lzy + u + EX — iG) 
|u 是 x1,"…* ,x 的 有 理 系数 的 组 合 } 
依 归 纳 假定 及 定理 10.1.7， 可 见 E*— LG) 是 W(X*) 上 的 
Borel AU RUM. 又 MGM) 一 —L(—f"), Ak, E* 一 PG) 
是 W(X*) 上 的 Borel 可 测 函 数 。 这 样 对 X 是 实 的 情况 , 定理 已 
得 到 证 明 . 

以 下 设 X 是 复 的 , X, 是 把 Xx 看 作为 实 的 Banach 空间 。 依 前 
Bts SW Borel BREW fa: WCX?) -> (X?, of X?, X,)), EER 
每 个 Ete W(X), CEDI) 是 包含 于 (ED. 的 弱 * RR. 
对 任意 的 w 及 EX EW(X*), & : 

ga E*)(x) = fAReE*)(x) — if,(ReE*)Ciz), Wee X, 

W gn 是 W(X*) 到 (X*, o(X*, X)) 的 Borel MR, HA 
llgo€E*)|| <1, VE*E WCX*), 如 果 xé ET, AR ire ET, 但 
Ef = (ReE*)., Bits ge(E*)G@) =0,. Bl gC B*)€ CE"), 
WE*E W(X*)。 此 外 ,如果 E*E W(X*)、 对 任意 的 ce CR"), 
Visto YmEX, 及 日 >0, 由 于 Regé (ReE*)1, 所 以 有 ”, 使 得 
|G CRE”) 一 Reg)(77)| < E£, 
|C CReE*) 一 Reg) Ciy; | <e, lajaam, 

FE [EEN — DOD! <2e, 1L; <m, Mle ED n) 在 
CE*), DES * RR. ER. 

EM 10.2.3 设 X 是 可 分 的 Banach 空间 , (E, B) 是 Borel 空 
HWER b: (E, B)>WCX*) 是 Borel 的 ,必须 且 只 须 , F 
在 Borel RAF ger CE, B) > CX*, ol(X*, X)), 使 得 对 每 个 
t€ EB, (gn) |n} 是 包含 于 GOCE W(X*)》 AMHR COG). 的 
弱 * BK. 

证 . 设 {f。} 如 定理 10.2.2， 如 果 fE Borel 的 , 则 {ga = fad} 
满足 要 求 。 反之 若 满 足 要 求 的 {gn} 存在 。 于 是 对 任意 的 ve XxX, 
i€E, 

liz + eli = suple) Ce) ih. 
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EKE, t — le + OC) 11 ECE, B) ER Borel PWE, Vx Ee X, 
再 依 定 理 10.1.7, 4 是 Borel 的 。 证 毕 ， 
注 本 节 见 参考 文献 {26], [119]. 


§3. vN 代数 的 Borel 空间 


RCE) ALS Hilbert 空间 ,于 是 X= TOO) 是 可 
分 的 Banach 空间 ,及 X* = BOSE). 对 任意 的 EE W(X"), 命 

E* ={a*la€E}, E' = {b€ BO)|ab = ba, Ya € E}. 

命题 10.3.1 EF 一 E*, E> E Æ w(X*) 中 的 Borel 映 
象 ,这 里 WCX*) 中 的 标准 Borel 构造 如 定理 10.1.7. l 

证 . 记 CE) = E*, HER (CE). 一 《FED)*。 于 是 对 任意 的 
t€X,2>0, REE 10.1.7, Í 

@ (Ee W(X*)|ll + Eili < ap) 
= {E E w(X*)|te* + Erh <a} 
是 W(X") 的 Borel FR, XE |- BX — T) 的 迹 范 数 . 
Aik, E> E* 是 W(X*) 中 的 Borel MR. 

依 定理 10.2.2， 存 在 Borel 映 象 列 az(-): W(X*)— (X*, 
olX*,X))， 使 得 对 任意 的 EE w(X*), {a.(E)|n} 是 包含 于 
(E) 的 弱 *# RR. FR 

E' = {b € X*|ba,(E) = a,(E)b, Yn}, 
VEE W(X*). 


M = {(za)1zoe BCG), Vn, suple] < 00}, 
Ma = (Glee TH), Ya, 3 hols < oo}. 


自然 地 它们 都 是 Banach 空间 ,并 且 (M =M. 

”对 任意 的 Et w(X*), MBER Te, BC) >M, 
TECH) = (ba, (E) 一 aC EJ), Vb € BCE). Fez, E’ =kerT"= 
{be BCE ITG) = 0}, HARE TE o-o ERD FEN 
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映 象 Ti: Me > TCH), 
TCC) = TENC) 


= >) (Cba, lE) — on E)B)) 


Whe BOGE), CEMs. 由 于 《7T#)* = T", AU, (E) 一 
(kerT"), = TiM «. 

SHE BE) 的 单位 球 ,{5;} 是 (S$, DRRR. KM. 
是 可 分 的 , 命 (CPD); 是 Ms 的 可 数 稠 集 : 于 是 对 任意 的 +E x, 
Ee w(xX*), : 

le + (ED = infll + TCP) 


但 Me + TCC) Ih 一 supfer(s;) + D7 Chjan CE) — aa (E) 


DDP), E an(-): W(X") > (BCA), a) 是 Borel 的 ,因此 ， 
E >| + (E'l Æ W(X*) 上 的 Borel FT WAR. 所 以 ， 
E —> E’ 是 W(X*) 中 的 Borel RH. 证 半 . 

EM 10.3.2 设 OC 是 可 分 的 Hibe 空间 ,X= TCH), 
A EE HN RRS, Wer 是 W(X*) 的 Borel FR. 
特别 地 ， 

{M € a Ile + Mili <<a}, Wee xX, 2>0 

KER 的 标准 Borel 构造 . . 

ik. Hk @r Bi 10.3.1 及 9.3.4, {Ee POSE E*}, {E€ 
W(X*)|E = E"} 都 是 W(X*) 的 Bori FE., Mi .mr 一 
{E€ W(X*)|E = E*}N{E € W(X*)IE = E”) 是 W(X*) 的 
Bord TÆ. 证 毕 ， . 

命题 10.3.3 1 BiH Hilbert 空间 ， 5 是 KÆ) 的 
Ro ECE 中 YN 代数 的 全 体 , 则 存在 Borel RRA al- ): 
uf > (S, c), EBRR M E, {aMi} 是 包含 于 对 的 
单位 球 (M) 的 TM, My) ME. 

证 。 依 定理 10.2.2 与 10.3.2, 有 Borel WRP) bel): .一 
(S$, ac)， 使 得 对 每 个 ME, {b Mln) 是 包含 于 (MD HE 


3e 


HERR. f 
lala) = [I Ola 
dba 


是 非 负 有 理 数 , 且 >, ax = if 
K 


RRE L28, {o.(-)}, WEAR EE. 

命题 10.3.4 设 (E, B) 是 Borel 空间 , .er 是 可 分 Hilbert 
SA Oe rh vN 代数 的 全 体 , 则 映 象 p: E>. 是 Borel 的 , 4 
且 仅 当 ， 存 在 Borel RRA o,(-): E> (BCH), of BCH), 
TH ))), 使 得 对 每 个 EE, {als} |a} ER OG). 

证 ， 必 要 性 由 定理 10.2.3 立 见 ， 反 之 设 {aC FE, KA 
密 姓 定理 1.6.1 REEMA. ALA Borel MRA 4,(-): ES 
(BCE), o) ,使 得 对 每 个 :rE E, b:n) BASF OO). 
o- 秽 集 。 于 是 ， 依 定理 10.2.3, p: E>. 是 Borel 的 。 证 
Ee, hi 3 
命题 10.3.5 (M, N)—> MNN; (M, N)—>(MUNY 是 
A X Fa 中 的 Borel RRR, 

证 。 设 Borel BRR FI aCe): er > (BCH), o) 如 命题 
10.3.3, SERA M, NE or, fir {6.0M, N)la} = {on(M)， 
am(N)|2, m}. FUL {b.-,°)} it X or Bi (BCE), 0) 的 
Borel ERZI, H {640M , N)in} ÆR (MUN), VM, NE co, 
fear 10.3.4, (M, N)— (M UNY 是 .or X .ef 到 .ez 中 的 
Borel (RE. PERM CM, N) > (M', NY) > CM’ UN)” —>(M'U 
NY” = MAN, SPREE Borel! 的 ,因此 , CM, Reet EN 
是 .or X .or 到 .or 的 Borel RE. WE. ee 

定理 10.3.6 OO A SAY Hilbert 空间 , er EOE HN KR 
数 的 全 体 , 多 是 中 因子 的 全 体 , 则 .多 是 .ar 的 Borel FR. 
别 地 ， 

LME FF | |r + Mil, < ap VE TCA), 1>0 
将 生成 名 的 标准 Borel 构造 。 
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证 。 注意 M -一 (M， M MNM’ 是 Borel ee, Alok, 
F ={M E |M NM =Cle} 是 .or 的 Borel 子 集 。 证 
毕 。 

注 本 节 见 参考 文献 [26]， {27}, {119}. 


$ 4. 因子 Borel 空间 的 Borel 子 集 


WEE ASA Hiiber 空间 , .or EC 中 YN 代数 的 全 体 。 
FEC HRMS, 

5110.41 设 G 是 .2 中 西 算 子 的 全 体 ， 依 强 算 子 拓扑 。G 
是 Polish 拓扑 群 . 

W. G 依 强 算 子 拓 扑 显 然 是 拓 扯 群 。 SUSE BCA) 的 
单位 球 , 依 强 算 子 拓扑 , S 是 Polish 空间 。 如 果 {E} Æ {EE 2 | 
HE = 1} ATR, EG AARM, legl = lw*&4l = 1, 
Wk. A, 


G = (\{ueS|fol = 1 N U 
k 1 


{ue S| 1CEx» “Em >| >1 —+} 
这 说 明 G 是 5 的 Gs 子 集 ， 因 此，G 依 强 算 子 拓扑 也 是 Polish 2 
E. TEER, 

D 10.4.2 对 任意 的 ME, SCM) = {uMu*|u é G} 是 
wf AY Borel TE, XE GEZ HEATA. 

证 . $ H= {wx€ GluMw* =M}, 在 G 中 定义 等 价 关 系 ~， 
a~y 指 o¢eH, 依 引 理 10.4.1 及 定理 9.4.2, 将 有 G 的 Borel $ 
RE, ES uH 的 交 由 一 个 元 组 成 ，Yu€ G. 于 是 , SCM )= 
{uMu* |uc E}, 

今 证 明 u> uMu* 是 G 到 .ez 中 的 Borel RH, EXE, WE 
fan} CM) CM 的 单位 球 ) 的 可 数 -RN aa): u — uau” 
EGE) (BCE), 0) 的 连续 映 象 ,并且 {on(w)1n} 生成 uM u*， 
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Yue G， 依 命题 10.3.4, nn 一 wxMu* 是 台 到 ,oz 的 Borel MR, 
特别 ，# 一 wMu* 是 巨 到 .中 一 一 的 Borel RE, 依 定理 
9.3.12, (M) 是 .ey 的 Borei F, 证 毕 . 

命题 10.4.3 it ME, W (M) ={Ne.w|N 与 M* 
间 构 } 是 .ez 的 Borel 子 集 . 

证 uf = A) EA PNR SH, Hid iw 
(HOH) 为 HOH 中 N 代数 的 全 体 ， 定 义 cx (CF) 
到 wy (好 @ 2) PHRR O: OM) =MBCle, VME 
wt (8) FEM SN * AYA (MDS O(N) * AB, 
但 PMY = MOBE), O(N) = NORE) WERE 
的 (这 里 设 dim2 = oo ,如果 dime” < co, itl) o(M) = s(M), 
不 待 证 ), 依 命题 6.5.7, 如 果 PM) 与 GCN)* 同 构 , 则 它们 也 是 
空间 # 同 构 的 。 于 是 ，a(M) = Bs(P(M)))， 依 命题 10.4.2， 
只 须 证 硬是 Borel FRR, 

依 命题 10.3.3, 有 Borel WRA] al): ,oz 一 (5,0)， 这 里 
SH BCE). 的 单位 球 , 使 得 {oxCN)|n} ERN, YNE. F 
E, aO) 是 oy BCH OM), oH Borel WRI, H 
Hila AN)Q |e HER PIN), YNE.. 从 而 依 命题 10.3.4， 风 
是 Borel 的 。 WP. 

命题 10.44 SHI) BATHSH FS), 是 多 的 Borel F 
By n=0,1,2,°°°. 

i, HFA) BAT RABE * 同 构 的 , 因此 , 依 命题 10.4.3 
立 见 . 
引 理 10.4.5 记 enlo) E £ BM PE] EURE, WM, 
站 一 cu 人 p) 是 .or XP 到 P 了 中 的 Borel HR TK PLO PR 
KATHEK KEAT CE Polish 空间 . 

证 。 只 须 证 明 (M, 四 一 [MYCE] 是 .er XP Hw) 
中 的 Borel Ag. 依 定理 10.2.3, 只 须 指出 有 Borel R RF 
MC) wef XPO, w), KHw RRC HAR, 使 
得 {nsCM pin} IM POE] HR, YME, EP. 
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依 命题 10.3.3, 有 Borel HRI aC): cor > (S,0), 使 得 
{o,(M)|n}4E (Mh 中 r- 稠 ;YME or， 设 {E 是 5 HAR 
集 , 命 Cnel M a P) = aM’ phe, BU lark .oz XP 到 (2 ， 
wR Borel WR,Yn, ks 并且 {baal M s pin, A} EIM PEE] 
aS ERA {0}, 因此 ， 所 要 求 的 {ns《*,*》} RETRE iE 
EB, 

引 理 10.4.6 ”如 中 无 限 因 子 的 全 体 Fi 是 多 的 Sousline F 
集 . 

i. ATMEXN MAMMA ve M ,使 得 v*v = 1， 
vv* 关 1。 依 命题 10.3.3, 有 Borel WRI) aale): .oz 一 《5, a), 
使 得 {aaCM)ln} Æ (M) Ar-H, YME. ES 

E={(M,v)|e*%re =1, vež xl, 
a,(M')v = vasl M’), Wn} 
= F X {vv = 1, vv* % 1} N A 


{(M, v) lan M'Jv = vaal M')} 
=F xf{folzrr 一 1， vo® 1} AN 门 


{(M, v)[<(a,(M')e — va,(M'))E;, Ei) = 0} 

是 Z Xx (S,7) 的 Borel 子 集 ,这 里 {8} 是 Z RATE. 
fre FX (5S, Tr) AF ORBEA, Fi 一 xzE BS 
的 Sousline FÈ, TER. 

命题 10.4.7 A WAFS k Fu, 是 多 的 Borel F 5 
aR. 

证 ， 依 命题 10.4.4 及 引 理 10.4.6, RAE haar 
Sik .多 /是 多 的 Sousline TE. 

由 于 豆 可 分 :给 中 因子 对 是 有 限 的 , 当 且 仅 当 ，M 上 存在 忠 
实 的 正规 迹 , 即 有 {&4} 忆 好 ,使 得 pa I? < 00, Ce 


bai, ba) = 0, Vo, BEM, 以 及 La'kel ks a’ EMT tO 中 
H. TERIH 10.4.5, 
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E 一 {(M , (8&4))1(84)》 对 MM 具有 上 面 所 说 的 性 质 } 
= {(M, (Ex))|ewCp) = 13k POH Elk] EMH 
影 }. 


NN {or G0) [|X 


((as(M)an(M) — am CM JanC MYE, Ex) = 0} 

是 FX LE oa 的 Borel 子 集 ， 这 里 af wa > CS, a) 是 
”Borel 映 象 ,使 得 {a,(M)|n) (CM), H r-i, VM € y 《 见 命 
题 10.3.3); 而 .2 是 可 数 无 穷 多 个 2 的 Hilbert 直 和 .。 St 
x 是 FX HF LOEB, WF, —-ceF BFW 
Sousline $Æ, EHR, 

引 理 10.4.8 Æ 中 学 有 限 因 子 的 全 体 多 ,是 .多 的 Sousline 
子 集 . 

证 。M 是 半 有 限 的 、 当 且 仅 当 ， 存 在 对 的 有 限 投影 ,使 得 
clp) 一 1, 即 有 (&} Cpe, HS D> EWP <0, >) COE Ea) 

k R 


是 (pMp) 上 忠实 的 正规 迹 , 同 时 IMP] = oF. 

考虑 多 XPX H oa WTE E, (M, p, (ECE 指 : 
Per = Er, Vk; pan(M7 = a,(M’)p, Wa; Talk, a € M'] = 
pl; (Mp) = A; 以 及 对 任意 的 r， m 

D Pan MPan(M DP — Pan(M )pan(M )p)Ex» Ex) = 0, 


这 里 aC) 是 er BY (S, 0) 的 Borel RHR, 使 得 {asCM)}， 在 
(M) H r-FA, YM € or 【〈 见 命题 10.3.3)。 依 引 理 10.4.5, M, 
p)—> [Mp 如 1 Æ Borel the, HERR ER Borel 子 集 。 令 = 
是 A XPZ NF EDREAMS Fy = 二 xE 是 多 的 
Soustine F, 证 比 . 

引 理 10.4.9 EME 中 的 因子 ,更 是 对 的 关上 自 同 构 。 如 果 
有 好 的 非 零 元 s， 使 得 @(5)a = ab, YEM, WOMAN 
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BRK BAM BY oc #, 使 得 $C(5) = ubu*, WOEM. 
证 。 对 任意 的 LEM, ØCb)a = ab, a*P(t) = b*a*, 特 
DHE, 6 EMRAT, N 
b*(a*a)b = a*O(5*) + Bb)a = a*a, 
O(b)aa*O(S*) = ab - b*a* = aa*, 
Aik, a*a 及 aa*€MNM'=Cle, Q u = fall ce, «BMA 
西元 ,并 且 PC) = ubu*, YEM. iE. 

5110410 设 6 是 化 中西 算 子 的 全 体 , 则 E 二 {CM ,w)1 
uMu* = M, 但 :一 yw- u* REMAN * BRE XO 
Borel TH, 

证 。 依 命题 10.3.3， 有 Borel ERF) al): .wr > CS, 0), 
使 得 {asaCM)ls} ECM) H r-H, YM Cor. 由 于 M, u)> 
ua,(M)u* 是 F X G Bi (S, o) 中 的 Borel RR, Yo, 因此， 


{(M, «)|uMs* = M} = A 


{(M, #)|wa,(M )u* + an(M’) 一 an(M - nanl M )u™} 
是 FXG 的 Borel FH, WEB d BCS, c) 成 为 完备 可 分 
的 距离 空间 , Ar EG, kom, 0) FXG NFR, (M,u)e 
EG, k, m, n) 指 uMu* = M， 并 且 满 足下 列 之 一 : 

1) dleil M), 0) < 2; 

2) d(ua,(M'), 0) < 273; 

3) d(aj(M),0) >n, d(wa,(M"),0) > 2", UR d(a(M), 
ua,(M')) > m’, i i 
注意 (M, u) ~ (CaM), ual M')) 是 F XG 到 (S,0)x 
(S, 0) 中 的 Borel PRR, At, ECG k, m,n) 是 多 XG 的 
Borel FÆ. 今 只 须 证 明 E= f) U N ECj, k, m, a). 


WR - 一 >x wu* EMRA * BAW RAMEN v, 使 得 
uan* = var", Nae M. FÆ, v€ uM’, 设 dle, 0) > 207° H 
HEER m, j j k, HE 
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a(a(M), V) < (Qmny', d(ua(M'), v) < (Omn, 
H=ABASR, TM, (Moe) REG k, m,n), AE, (Myo & 
N U N Ej, ksm, n). 

有 反之, 设 (M, u)E F XG, uMu* =M, HEB (M, u)& 
AU N EG, k, m, n), TERE n, HERA m, A im), 


k(m) 48 (M, u) S EGCm), km), m, n). Al sd Cajem(M ), 
0) = m1,d(uarm M" )s 0) = 7 1!, 及 daim CM ) Wargom MDE 
m>, Ym, BF M, M” 的 单位 球 是 o RNA, {aims Dom 
有 -极限 点 a, Lagcm(M")}m 有 co 极限 点 ,可见 à 
a = ua’, dla, 0O) Zant, d(uc’, 0) 227, 
今 对 任意 的 LEM, HF uta M’, ubuta = ab, R5 10.4.9, 
` —>u - u* EMIA * HARAR M, u)& E, WE. 
引 理 10.4.11 RCRA PARTHSK, REATHA G 
是 Polish 拓扑 群 ; 令 Go = {ac G| 不 是 *# 的 本 征 值 》， 则 


= /IU N. {u € G| llfaCe Ell < k} 


nk m 


是 G 的 Borl 子 集 ， 这 里 {8 是 名 单位 球 的 可 数 箭 集 ， {jm} 是 复 
平面 的 单位 历 局 上 的 连续 函数 列 , 使 得 ，1) 074,41; 2) 如 
果 |1 — z| <2°7, WW fel) 二 1; 3) WR |1 — sl SI, 
则 fn) = 0, Vm, 

证 . 设 x€EG, RARE 的 单位 矢 使 得 e E, FË 
nli JE =, Vm, 由 此 ， 

(1 — [fC DEM = WfmCe — fm DE | 
< lg — Ell, Vi, 


He jo, 8A WE. 一 外 < E, FPE MODE > 2, Vm, n> 


pRet 22H, l 
u% {oE Gif CO < K, Wm, i 
反之 设 «€G6, Rix + 的 本 征 值 ，e(:) 是 定义 于 单位 圆 
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ALM T « 的 谱 测度 , 令 
Pm = eleli] =1, [1 — 2] <2-*}), 
Hy Pmt S Pms 0 < fila) S pn < falu), 并 且 由 于 1 不 是 


“MATE, Pa Do, ERR n k Be RIK: 使 得 


sup{ lengi ll <F 1} < Mt 
fm DE ht = fora) PmEill. < lmi < kos 
1 < < mp。 
BI 10.4.12 4 X, Z 是 Polish 空间 , 了 是 Borel 空间 、f 
是 XXY 到 Z 中 的 映 象 ,使 得 对 每 个 YEY, 1(*,y) 是 X 到 2 
中 的 连续 映 象 ， 辣 时 对 每 个 zxé 必 ,f(z，*) SY BIZ HAY Borel 
HERR» Mil f 是 Borel HR. 
W. Rd, ÈX, Z 中 相应 的 距离 ;并且 {x4} EX AAT 
集 。 如果 F 是 Z 的 闭 子 空间 , 则 
FCE) = {Cx, 7)|1(x, VE F} 
= QY Le Dde, a) <0, 


tas Y) F} <n} 
= (Urlalx, x) < n~} x YNX 
» R : 


X fran) "Cel alz, F) < nh) 

Æ X xY 的 Borel 子 集 , 因 此 ,是 Borel 的 。 证 毕 。 

引 理 10.413 CREO 中西 算 子 的 全 体 , G 一 {ee GI1 不 
E u AREA}, #0, 2) 一 exp( 一 Kz 十 1X(z 一 17D, Wee R, 
1z| =i, z= l, WHR RX G AGHA Borl RR, KH 
G，Go 的 Borel 构造 由 强 算 子 拓扑 产生 。 

证 设 uw€ Gos, 由 于 1 不 是 x 的 本 征 值 ,因此 , :一 f(z, u) 是 
R 到 & 中 的 连续 映 象 . 

今 任 意 固定 ER i SEPARA. 于 是 8(z) 一 
ts 十 1)(z 一 1) 1! 是 (TM1}) ERR. 自然 可 以 
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取 了 上 的 实 值 违 续 函 数列 Lent, EE gs(s) > ele), V2 E (TV 
{1}). Falk, REBATI, exp Ciga(w)) -> explig(u)) = ii, 
u), YuE Gio, HOR Polish 空间 G 上 相应 的 距离 ,了 是 G 的 闭 子 
集 , 由 于 S(expCzn(e)), IG, u))— 0, Vue Go， 因 此 ， 
Hes (PF) = {u € Gol fe, a) € F} 
一 A Ytse Golôlexp lig (u)), F) < k`}, 


但 exp(ig.(-)) 是 C 中 的 连续 映 象 , Ya, 又 Gi 是 G 的 Borl F 
集 ( 引 理 10.4.11) Aik, C) CF) 是 Ge 的 Borel 子 集 . 从 而 ， 
f(z,") 是 Ge 到 G 中 的 Borel 映 象 . 
依 引 理 10.4.12、f 是 R X Go 到 G 中 的 Borl! RR 证 
E, 
51M 10.4.14 JR ELS Sousline 子 集 , 则 s(E)={uMu" | 
MEE, «€G} 也 是 多 的 Sousline FE, REGEA PHAT 
的 全 体 . . 

证 。 依 命题 10.3.3， 有 Borel MRA) o.€-): Z > CS, o), 
{2 {e.(M)in} 在 Mh hr- VME, & bM, u)j= 
tan M Ju”, W) {C3} E F XG RICS, a) PR Borel Hé 
象 列 ,并 县 {B,CM ,xw)}。 生成 uMu*, YW(Msu)E F XG. 依 
命题 10.3.4, V: (M, u) — uMu* EF X GBF PR Borel k 
象 ， 因 此 , 依 命题 9.3.5，s(E) = P(E x G) 是 .多 的 Souslinc F 
集 . 证 毕 . 

Sid D={zECI0&Im z <1}; 

A(D) = {flf 是 D 上 连续 有 界 的 复 值 函数 , A D h) 

CoD) 是 D 上 连续 复 信 函数 , 且 在 co 处 为 0 的 全 体 ， 依 极 大 
模 , 它 是 Banach 空间 . 

f(z) 一 exp( 一 |Rex1)1lz) 显然 是 ACD) 到 CHD) 中 的 
一 一 映 象 并且 把 {f€ A(D)| KOI <r, Vz€ D} 缺 为 Cs(D) 
ATH. Ak ik SRR ACD) ——HRM COD) 的 一 个 
Borel 子 集 ， 于 是 由 Ci) 的 Bor) 构造 可 诱导 40D) 的 标准 
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Bore! 构造 . 

命题 10.4.15 2 h (111) 型 因子 的 全 体 .多 mi 基 多 的 Borel 
Fk. 

证 ， 依 引 理 10.4.8, 只 须 证 明 ,多 or 是 Soustine FR. HE Æ 
COMME, BR KF XG XR 的 子 集 五 (M, 4, 5)€E 指 : 
1) ME, = ME, = SF; 2) 对 任意 的 FER, fC, a)i = Bs 3) 
fr, uM u) =M, Wee Rs 4) - > f(s, u) + f(—s, u) 不 
FEM GUY + El falas E G 与 如 引 理 10.4.13 所 述 、 

由 命题 10.3.3 及 10.2.3, 8 1) 决 定 .多 的 Bore! FH. 对 任 
意 的 有 理 数 +, 依 引 理 10.4.13 的 证 明 , 1, (r+, :) BG BCH 
Bore! kg A, A 2) 决定 Go 的 Borel TE. 在 引 理 10.4.10 
的 证 明 中 , 已 指出 (M, ivzMv* =M} 是 多 XG BY Bore! 
子 集 。 条件 3) 也 只 须 对 所 有 的 有 理 数 成 立 ,因此 , 条 件 3) 也 决定 
多 X Go 的 Borel PH. 此外, 依 引 理 10.4.10 及 10.4.13, 条 件 
4) 决定 F X GX RM Borel FE., MUL, ER 多 XxGoxR 
BY Borel FE, 

依 命题 10.3.3, 有 Borel BREF) on("): F — (So), 使 得 对 
任意 的 MEF, {6,CM)|2} ECM), rR. 对 任意 的 正 整 
jks BR FXG XRX ACD) OTR EG). (Mag, 
s, @)€ EG, k) H: 5) (M, u, s)€ E3 6) g0) = plr, #) x 
aj(M )f(—#, “JaC MY), Wee Rs 7) gGHi) = plar(M Y, #) x 
aj(M)f(—2,4)), YER, XB pl) = lE E). 

条 性 6) 只 须 对 所 有 的 有 理 数 成 立 , 因 此 决定 多 X GX 4(D) 
的 Borel FR. 条 件 7) Hath. MA, EG. k) 是 多 x GX 
R x A(D) H Borel 子 集 . 

命 而 是 .多 XGXRX ACD) 到 .多 Xx Go。Xx R EDR 
影 映 象 , mE 多 X Go X R 到 .多 上 的 投影 映 象 ,于 是 ， 


Ey 一 m ( N mE}, W) 


是 .多 -的 Sousline FR, W5 10.4.14, (E) 也 是 , 的 Sousl 
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ine F#, i 
如 果 Mé Fi her 6.6.6,M ESCH AERA DR 
GRE 于 是 有 «cG, 使 得 suMw* 以 所 为 循环 且 分 离 的 和 撩 。 从 
Te FE 
Es = {ME F miM WE HRM DB}. 
设 MEF m, HAA b HEREDAR. 于 是 ，g(*)= 
Boy 包 》 是 M 上 忠实 的 正规 态 。 依 定义 8.3.1， 引导 对 的 模 自 网 
HE {9,11€ R}. 由 于 ME Hy MEH I3.6,KH8 se 及, 使 得 
mn REMEHA AAW. AT ila} 对 ?是 不 变 的 ， 
aE,—>o,{a)E&,  WaeM 
WS ROS HBT u WER ZB 
uo = Eo, mats 一 cr()， YVER, «€M 
以 及 tu, ERASER, w v 是 {w%} 无 穷 小 母 元 的 Caley 
变换 ,其 uE Go, HA z = fC, 4), WER, ee, 是 相应 于 (9， 
os, aM), ax(M)) 的 KMS H.R (M, u, s, 8) € EG, k), 
Wisk. Ab, M €E. 
反之 , 设 ME Es, WA #€ Gay sE R, 使 得 
(M, u, 5) € NEG, k). 


Rit, MEF, WE MIKES HOH K, toC) = fi, u) + 
H—#, u)js € R} 是 M 的 又 算 子 连续 的 * HAH, 并 且 ox) 不 
是 M 的 内 * 自 同 构 . 对 任意 的 a,5€(M)i, K {oaCM)}, 的 性 
H-E 

ajl M) Ba, sumCM) Srb, 
WE a hF (M, u, s) Em EGC), 《nm)), 因 此 有 8a € ACD), 
EARED ER, 

p = plo, eim [M ar CM )) 

Balt Fi) = pCa (M Jo on M))). 
注意 iuui 及 Kt, «eG, WER, BRA RAE, 
|E) 一 gm(z)|1 一 0， 对 eD 一 致 。 因 此 有 ge AD), 使 得 
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Bolt) > glz), Wee D. 特别 地 ， 
g(t) = plola )b), ge + i) = plba,(a)), YER, 

依 定理 8.210, {of-) =f, «) + f(—1, «)} 是 M 的 相应 于 
gp) = CE. b> HRA AMR. Ae) AEM HA* 
HEM 8.3.6, ME Fin. 证 毕 . 

综 上 所 述 , 我 们 有 . an 

定理 10.4.16 F Cn = 1,2, ---), Fics F ins F uis K 
F u 都 是 多 的 Borel TR. 

注 本 节 见 参考 文献 [34], [100]. 
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第 十 一 章 约 化 理论 


约 化 理论 是 F. J. Murray 5 J. von Neumann 所 创立 的 . 
尽管 已 经 有 了 许多 发 展 ， 但 理论 的 大 部 份 仍 示 改变。 此 外 、 由 于 
E. G. Effros 引入 了 vN 代数 的 Borel 空间 ( 见 第 十 章 ), 因此 , 本 
章 也 将 加 入 这 个 近代 的 观点 . 

$1 一 $3 在 Borel 空间 ( 昌 然 还 可 以 在 更 一 般 的 局 部 化 测度 空 
间 ) 上 分 别 引 入 Hilbert 空间 可 测 场 , 算 子 可 测 场 ，vN 代表 可 测 场 
的 硫 念 ,并 出 此 来 定义 它们 的 “积分 "， 及 指出 分 解 的 算 子 分解 的 
YN 代数 与 对 角 算 子 之 间 的 关系 《11.2.10, 12.3.7), $4 指出 YN 代 
数 可 以 分 解 为 因子 的 “积分 "(11.4.2), 以 及 这 样 的 分 解 在 本 质 上 是 
唯一 的 (11.4.5)。 这 曾经 是 约 化 理论 的 主要 上 且 的 之 一 。 $5 证 明 分 
解 的 YN 代数 与 其 积分 的 各 分 量 的 类 型 是 相同 的 (11.5.10)。$6 指 
出 如 果 算 子 可 测 场 或 者 N 代数 可 测 场 能 够 点 点 空间 六 同 构 于 定 
常 的 算 子 场 或 YN 代数 场 ， 那 么 这 个 # 间 构 场 可 以 改 取 作 可 测 的 
(11.6.3, 11.6.5), 原先 是 在 标准 Borel 空间 上 进行 的 ， 后 来 M. 
Takesaki 免除 了 “标准 ”的 要 求 。 $7 是 第 十 章 44 RR, Him 
果 .oz 是 可 分 .多 中 YN 代数 的 全 体 , BAC 中 各 种 类 型 vN 代数 
的 全 体 都 是 .az 的 Borel 子 集 (11.7.16)。 基 于 这 个 结果 , 进而 在 
§8 中 指出 可 分 c*- 代 数 态 空间 的 各 种 类 型 态 的 集合 也 都 是 Borel 
子 案 (11,8.6}， 这 是 J. Feldman 5 O. Nielsen 等 的 工作 , 


§ 1. Hilbert 空间 的 可 测 场 


it (E, B) 是 Borel SA, E 上 的 复 值 沙 数 了 称 为 可 测 的 。 
ext BAMA. 
CO +) RHE EN Hilbert 空间 场 , 指 对 每 个 :€E, EC) 
“402« 


~ nT 


是 Hilbert 空间 , ECO 称 为 E 上 (关于 CCC DNR, HB EOE 
ZE (2), VEE, 
ÆN 14.1.1 Borel ZECE, ZDE Hilbert SA Æ (-) 
称 为 可 测 的 ， 指 存在 五 上 的 矢 场 列 {8,(.)}),、 使 得 ;1) CE), 
如 (9》 是 下 上 的 可 测 函 数 , Vn, mm， 这 里 《，》 是 OFC) 中 的 
WW; 2) 对 任意 的 zE EF, {60}. 是 Ho) 的 完全 子 集 0 OH 
ATS Co) 都 是 可 分 的 ) 
这 时 ， 互 上 的 矢 场 EC) RHA MR MERA 2, CEO), 
E>, 是 互 上 的 可 测 函 数 ， 可 测 矢 场 的 全 体 将 记 以 8. 
命题 11.1.2 设 Æ (-) 是 Borel ZECE, B)_E Hilbert 空 
HETA, M . 
1) 对 任意 的 n= 00,0, 1, °°", 
E, = {1€ EldimG@(2) = nde Bs 
2) 存在 {ma《*)}C8@, 使 得 对 每 个 :《 ,如 果 dime (一 
00,0 {pO} 是 CG) 的 直 交 规范 基 ; 如 果 dime) = 2< 
co I {ms +5} 2 EO) 的 直 交 规范 基 FE m4 人 二 
0, VR >a; 
3) E LRI 2-68, HBR) eG), BRED 
MAER, Yn, 
证 ，。 设 已 构造 出 (mC), tts nC), 使 得 对 每 个 a 
E, 如果 dim G) >n, W {mG@), +--+. mG) 是 FO) HA 
交规 范 系 ; 如 果 dim (O =k San, 则 {nist 是 
CF) 的 直 交 规范 基 , En = 0, kaia; 并 县 (ni) 
1<i<n) = [EOL <i cel, 这 里 EC) 如 定义 11.1.1; 
以 及 如 果 e(-)€@, WE), n) BE LM AMM, I< 
1 
对 每 个 CE, eG) 是 OCH 到 aell <i <a} bw 
投影 , 则 若 ee 
1) BNA CK RATE FSi AN. 
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t= OKO = YEO WO AKO 


仍然 是 五 上 的 可 测 矢 场 . 
MS, A 

F; = {26 E| — Pkt) En O 0, 

但 (1 — PANE = 0, Fe +7} 
以 及 

Fo {1€ EI(1— ple) EC) = 0, Vi} 

= {1€ E{dim@@G@) <n}. 
AF IO 一 DEWO E E LO WM, Vi, Ask, {Fos 
F,, Fa, +++} EER) Borel 分 割 ( 即 每 个 都 是 Borel TR, 彼此 无 
EKHE). f 
0 » WR 2E Fas 
《1 一 PC) En O 
a — eer oe “ee 
显然 fil), see. mon )} 将 满足 与 E) +. mC} 相仿 
的 柱 质 。 由 此 ,我 们 得 到 满足 2) 的 {n(-)}. FFA MR ECE, 
WW (EG), pO) 是 上 的 可 测 苞 数 ,Yn， 特 别 地 ,wsCz)B E E 
上 的 可 测 函 数 , Va, 因此 ， l l 
E, = {1€ Ela) 0, San; gA = 0, i> ase B, Yn, 
最 后 ,如 果 互 上 的 矢 场 Js HB CEG), nale)): 是 上 的 

A RK, Ve, Gl 


CEG), EnG) Y: = 之 (EC), nilt))s 


+ Cn: G), £,(#)); 
也 是 互 上 的 可 测 函 数 ，Va。 BN EC-)€@. 证 毕 . 
定义 11.1.3 命题 11.1.2 中 的 {nC BATM A) 
的 直 交 规范 基 。 此 外 ,我 们 称 可 测 矢 场 列 {5.(* )} 为 基本 的 ， 指 
ts 和 jn} 是 多 MASTER, WEE. 
命题 11.14 设 ZC) HCE, Ø) 上 Hilbert 空间 的 可 
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ee = 


测 场 ， 

1) E ERIR ECET HARA, LE, EnA 是 
E LARMER, va BOE ACO 的 任意 基本 可 测 矢 
场 列 ; 

2) 设 e+) SMR (EC), E ERO ET RS 

3) ECO), nC) BWA, WED aA) 是 E 上 的 可 
aa; 

4) 设 CONCI, HEWES ICE, A LOE G, IE 
得 (la) ~ CG), Eh 70, WEE SG), MEC) E R N R 
场 。 
证 ，3) (gC EAC OREM, TEH Cee), 


nD = > CEG), male), 《as O 立 见 。2) 是 3) 的 特 


例 ， 

4) 设 {C} 如 定义 11.1.1， 于 是 由 (f(z), EO) = lim 
(Eml), EnC) 立 见 。 

1) 必要 性 是 3) 的 特例 ， Maik CEG), A 是 上 的 
Fy MAK, Wa, {EC} 与 日 如 定义 11.11, BRL. ewe 
定义 11.1.1 的 要 求 , 用 此 可 构造 g 一 {n€- itn, C2). EE 
上 的 可 测 函 数 , Ya}, 于 是 ,5(:)E OW, ECHES, HOTS, 
则 C&G), EnG) BE LAT MR, Ve, A, &-)C@, 
证 毕 。 | 

fll. MA Hilbert 空间 可 测 场 . 

i (CE, @) 是 Borel Bi, 2E, 是 固定 的 可 分 Hilbert 空间 ， 
lEn) 是 好 ,的 完全 子 集 , 命 

CEO) = o Ealt) = Ens We E, 

G = {ECKE £,0)>, = CEG), Enp Æ E ERIE A G 
Va). 这 样 得 到 的 Hilbert 空间 可 测 场 CC 称 为 定常 的 ， 显 
wR, E-JEO, HHRH, (4, > 是 5 上 的 可 测 函 数 ，YVE 
Ceo. BIE, 8 将 不 随 完 全 子 集 4$,} 的 选择 而 异 ，。 
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2. 设 4 是 可 分 的 c*- 代 数 , S 是 4 的 态 空间 . BRS, 
o(A*, A)) 为 Borel 空间 ,对 每 个 eg 2 ,由 GNS 构造 ,可 得 到 
Hilbert 空间 Æ a 如果 {2,} 是 4 的 可 数 稠 集 ， 则 {Cano} 在 
A, HRs HA Cadolan) = clara eS LEAR, 
Va, m. Min. E Clo) = 2, WeES, O= {EC-) (CEC), 
Cando EX LRA MAR, Vo}, WE & E Hilbert 空间 可 
测 场 A (-). BR, &(-)€@, SAMY, 《5(p), a.) EWE 
HY a] WUD, Vee A, 

命题 11.1.5 设 (C) 是 (E, g) 上 Hilbert SAAS Al 
He n= œ, 0,1, +++, A E, = {ee Elim A = at, 及 
A n, ESN a HE Hilbert 空间 。 则 存在 uC) HB: 1) 对 任意 
的 EEn, uU) 是 HAGO BSH. LIAR T, Va; 2) Je 
@, 当 且 仅 当 , 对 任意 的 = 及 nE n, (eS, 2. BE, EW 
可 测 函 数 ,这 里 4 se EE. BAR. 

证 ， 设 {wo(-)} 是 场 OF (-) 的 直 交 扒 范 基 ， 又 设 Pl 
kin} 是 多 的 直 交 规范 基 ，Yz， 于 是 如 命 On 一 nf”, 
WEE Rl<ak<n, WM uC-) REI). Hob, E), 4B 
MM, (EC), ns(#)》: BE LAA MR, Yn, RIL 2). 证 
EE, 

命题 11.1.6 1, ERES Hilbert 空间 A) 
是 (E, @) 上 Hilbert 空间 的 可 测 场 ， 则 存在 uC), 使 得 对 每 个 
t€ Ew) FE CO) BH. PHSB FT HA z 一 xD 区 O) 
是 (E, @) 到 WC.) 中 的 Borel RR, 这 里 WH) 的 
Borel 构造 如 命题 10.1.8。 Jeh, EC)EO, 4 AMY, uE), 
ny FEE LAOH MR, Yre Zo RZ, WRC BE EB 
Hilbert BAB, HE CLE, A EO) 1 HHSRaT 
ule), BB tu) HCE, B) 到 WC.) 中 的 Borel 
BRR, Mite CEC), 6) 是 可 测 的 、 这 里 8@ = {EC uE, 
n) FEE ERP] MURR, Yge CO}, 

证 。 设 ZC) CE, B) LEITA, fae} CEC) 
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的 直 交 规范 共 ,{%,} 是 经 ,的 直 交 规范 基 , 对 任意 的 :e EE, 命 

uC =n, 如 果 o dine e) 

ul 一 0 如 果 a > dimt (站 
BOWL xf 是 ZO 到 OO, PSEA. mee, oe F 
[ms etta gal 上 的 投影 , 则 对 任意 的 AE E o 

lly t we Glo = IC — Paallos Wee Ey. 

因此 ，lly + (7G), Æ E KARIRA, r 10.1.8, 一 
uE G) EER) WC) 的 Borel PRE. XH 


Cu ED) mo 一 >) CEC), mC), + Cea 1)o 


及 
(E(t), nel) 
7 D ， WÈ a> dm% (e); 
《u(t)50) ,4a 如 果 2 Sdim Os - 

可 见 EC)EO, SAMY, (O EC, q) 是 五 上 的 可 测 函 数 ， 
YE 2 

反之 ， 设 对 任意 的 EE, OE ZO AS HSH 
算 子 ,使 得 tue) 是 互 到 WC.) 的 Borel RR, fir 
P(t) SH 到 ee) COG) ERRE, WEE, WHR Fe 
oF NE + eC) = I — P@) Ello HEE LVM 
RiBRRLAR, AU (ee, n>) Æ ERWA, VE, nE 
Ha 

设 {8。} ECP ARH. S EE) = ole) PEL, Wee 
ER n. WF Esl) s Sele) = (PC) Ee, Fado 是 五 上 的 可 测 函 
i, Va, m A EC), CBE ERTAN. AEC) 
EO, HHRH, (EG), Er) 9, = (UEG), Ea) BE LVM 
PRIA » Wn. 但 {ën} 在 Lo 中 稠 ， 因此 ， E(-)€ 9, 当 且 仅 当 ， 对 
任意 的 1E Eo, UDEG), nh 是 上 的 可 测 函 数 ， 证 毕 ， 

定义 11.1.7 设 (E, B) 是 Bore! 空间 , r BS LWE, 
Of (-) 是 (E, @) 上 Hilbert 空间 的 可 测 场 , 记 
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& = |" Oa 
= {sC-eo|{ tema < oo}, 
命题 11.1.8 在 2 中 定义 内 积 
(EC). aD) = | EO, OO, 


则 如 Hilbert 空间 ， 此 外 ,如 果 EC) S EC-), WA TAM} 
使 得 NE ne) 之 El: +0, P. Pyr, 
2 lEn Ce) 7 Ea C <%, id 
ante) = >) Enl — EnO 
kui 
TAREE LARA, 
bo oa 
(fert Pan) < D Man) EO VN. 
ž=1 


Ath, a = >) lEn — EnO E LXE, B, r) BM, 
k 
有 Feæ, F)=0, m al< o, WKF. fr 
EnO) -+ 2 (Fags, C4) En @)), 
=1 
#07) = 如 果 AF; 
0 多 
如 果 +e FY 
FE, EG) EG), PPv, BIR EC.)e @。 此 外 ， 
è 
(| iE) 


< dEn > la CDEC E 0 


Bibs 5C) € r. X HEC) —5(-) <= ay lën C) — 
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EC o, Hifi, HEC) ECO 0, 证 毕 . 

命题 11.1.9 RCE, B), v, ZC), Swat Aim COO 
E ACO 的 直 交 规范 基 , 则 

1) EOE, LERA, Dif, KEO, mC) 


< CD: 


2) 对 任意 的 EC-), ER, A | 
EC) aC) = AGOR n 


Ca yO) hav Ce); 
3) 对 任意 的 EC) E OF KOE ERR = >) ECO) 


这 里 上 (Ce = EC), w@ ne, VEE 及 n 

4) MAME LE, B, vy) WHET, M {Gn Cre 
M, n) SE 的 完全 子 集 ， 

证 明 是 显然 的 . re 

命题 11.1.10 设 ZC), AC) ECE, B)_b Hilbert 空 
ADFT a, WARMERS (EDAC) 成 为 可 测 
场 ,同时 EDEK QO) -)), VEC) € OC SC(-)), 
Eea CLC), KB ee) = FOS eH, 
eae = EURIG), VEE. 

HE. 设 {EC {telr 分 别 是 e )» eG ) 的 可 测 
矢 场 基本 列 ， 如 果 用 (Eqn) Chem FER RGA COR 
96) ) 将 成 为 可 测 场 并 使 得 EQO EB(( 多 907))， 
VE(-) € aC)), NERAKO RZ. COHC 
是 满足 要 求 的 可 测 场 , 则 {EDn 将 是 可 测 矢 场 基本 列 ， 六 

ih AEA. EP. 
命题 11.1.11 设 X) ECE, B) LOM, HB 
可 分 的 Hilbert SH, *pBBLAOWE, RAHA e: 


WOE + [CG OBH MO), Ht CEB 
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n) (2) = EWQn, WEE, KB AODA 理解 为 Cd 
SEM Cf, WK BARC are 11.1.10). . 


E. AMEE Ke, RATER [AWL 


PE dve). RAEC BR CF (-) 的 直 交 规范 基 ,{aw} 是 Fo 
的 直 交 规范 基 , 易 见 >on} 是 场 OODE 的 直 交 
规范 基 。 依 命题 11.1.9， 

{2 f@)EDaala, m, fE LCE, B,v)} 


将 是 [FODE 的 完全 子 集 , LURBOAT OW 
值 域 之 中 ,从 而 得 证 . 
A. LE, B,D OE | FO LE, B, v, 
M.), KB, BAH Hilbert 空间 。 KE, VEL 2, 
vy 一 czw(D， 再 依 会 题 111.11 BIEL, 
注 本 节 见 参考 文献 [21]; [27]; [83]. 


§2. 算 子 的 可 测 场 


定义 11.2.1 设 (E, B) 是 Borel Biel, C), C) 
SLE Hilbert 空间 的 可 测 场 ,由 OC) 到 ol) 的 算 子 场 
aC) 称 为 可 测 的 ， 指 对 每 个 :EE, oe) ECU) MOH 
中 的 有 界线 性 算 子 , 并 且 对 任意 的 5:)E OC SF(-)),0€-DEC-DE 
aC). 

命题 11.2.2 由 (Oa AO) HATH aC) 是 可 测 的 ， 
u HN, (cE, (2), Tmt) EE EAS a Mpa, Yn, m, 这 里 
LECO C 分 别 是 OC), ACO) 的 可 测 矢 场 基本 列 ， 
此 外 ,这 时 sc? Æ E ETWAS. 

w. BRERA. 友之, 则 a*(-)nnl-) € OC (-)), Ym, 
FEHER ECE GC)), (ODE, am), = EO), 
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a*m HE EKITE WR, Ve, Wit, 0€ DEC) 
CHC), BI aC) 是 可 测 的 . 

此 外 :如 果 {EC fam) DAES AC), 0) HE 
交规 范 基 , 划 


leCe}{l, = sup (= js 全 之 le 四 


x | < a6) D) esta, D armed |}. 
这 里 {a,}, (fn) RBBABM, Hit, lel, BELT MH 
数 。 ”证 毕 . | ; 

命题 11.2.3 设 a(-) 是 名 (-) 到 .9Y(.) 的 算 子 可 测 场 ,并 
且 MOL 关于 + 是 本 质 有 和 界 的 , 这里» 是 绍 上 的 测度 , M = 
[uono RE = [arma al o¢ = {Yas 
中 的 有 界线 性 算 子 ， 这 里 C) = aC), VECE. 此 
Sh, WR o 是 半 有 限 的 ?， 风 dall = ess suplla(etl. 

和 十。 设 1 一 ess supllaCe) lk, WISE MM ECE OO ,由 于 
ha S AVEC, PP”, Heb, lal <a, 

AE y 还 是 半 有 限 的 。 对 任意 的 之 0, M F = {re EX 
Ile, 2A —e} Ker BR, FRA COB, GCF, 0< 
AG) < co。 MELE} BH ACO 的 直 交 规范 基 ， cs 是 复 
GER. JELE, B, v), WD) (afli, HA 


|E ead < lal? JE Cati Df aF f 是 人 
意 的 ,可 见 | 


D ak), PP» 


D 指 对 任意 的 FEB, WH vCF)>0， 则 有 CEB, GCF; HE 0<v(6)< 
Go, 


a Ce) > tyke lee aft), 


< llaf | 


"4il 


于 是 Ol < lell, pp» FE. PD, lel > r—e, (he BE 
意 的 ,因此 ，lal = ess suplla(e)i,. 证 毕 . 

H. 设 CEC.) 是 (E, B@) 上 的 可 测 场 , 多 ,是 可 数 无 穷 维 
的 Hilbert 空间 , 依 命 题 11.1.6， AC.) 到 定常 场 NSB 


算 子 可 测 场 (-)， 如 果 ， 是 28 上 的 测度 , 则 "一 ("addr 是 


Da I lea E, B, E 中 的 
SERT. 
定义 1124 POO 到 人 AOO 中 的 有 界线 
AEF « 称 为 分 解 的 。 指 存在 OC) 到 AC) 的 算 子 可 测 声 
a+), BR a = J" aG), RR oC) Caeo) 唯一 地 
决定 . 
命题 11.2.5 Be KAM, a= | ale), n= 051, 
2, eee, i D 
1) 如 果 依 强 算 子 拓扑 ,av -> a FEB, 并且 F) <0, 
则 存在 子 列 {nk]}, 使 得 对 于 户 py 的 re E, Wa) 三 人 a 
2) 如 果 对 于 p.p.» 的 +， BRET, al) 一 ae), RH 
supllanll < ©, Will a Ea 


证 , 1) EC 是 场 CC) 的 直 交 规范 基 , 于 是 
(Kem ELEn lael XEL) 一 aX Su) Il 0, Vm. Keir 
Ri 11.1.8, ATA {a}, 使 得 

Whang QE mC) 一 aol EmCeI +0, P.Pv Are F, Ym, 
AE). 是 ZO 的 完全 子 集 ， 且 无 妨 设 lal. < 


spullanll, Wee E Kn, Bit, an) > alt), PP» FF, 


2) KM supi lasle), lealltEE, a} = K. WEBB 
ECE, AF AC) = a WED) — aOEG -> 0, PP, 
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ODP LALIE E LUE, B, v) ARRE, hai) 
~ aC) 人 par 0. 证 毕 ， 


命题 112.6 hy FAM 则 存在 Z= |" Haw 中 


WARIATI [an= [advt 使 得 对 每 个 ze Bes) 


lz} 生成 BOGE C)). 

证 . 设 E, = {16 Eldim 2’ @) =k}, k= 0, O,1,-°-, 
依 命题 11.1.5, 存 在 %('), 使 得 对 每 个 4 Ey, oe) CC) 到 
Hr 上 的 西 算 子 ,这 里 A, EAA Hilbert Al, VA, HOR 
场 F(-)€@, SAMY, OEG), ay 是 Er ENA WAR, 
Vn € G4, k 

RR PHOB), A We <1, Wa, 使 得 (OP), E 
成 BCE a), VR. EX 

dankt) = u(t) Pule), vE E,, k, oe 
BA le <1, 并 且 {al}, ER BCC), WE EL 4 
只 须 证 明 对 每 个 n ATH o.(-) EAP. 

i EC) 是 场 (-) 的 直 交 规范 基 , 同 时 对 每 个 tE Ers 
{u(é,(2) = EP ll S nk BA, 的 直 交 规范 基 L o 
11.1.5). 当然 uf2)8600) = 0,Vi€ Eron > hk. 于 是 ,《as(2)8;(2)， 
EO) 在 每 个 Ey LÆRAR Viaje RPA aC) 是 可 测 的 ， 
Yn， 证 毕 . 

定义 11.2.7 设 AC) ECE, 8) 上 的 可 测 场 ，v EZ 
上 的 测度 。 于 是 对 任意 的 jf€ L°CE, Br), WARE C= 


[PB ave) 中 的 分 解 算 子 


® 
m = | 1a), 


BI mC) = OEC), VECE OL, my BARNET FRH MH 
算 子 。 全 体 对 角 算 子 Z= (mle LE, B»v)}, 称 为 如 中 
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的 对 和 角 算 子 代数 ， 

命题 11,2.8 设 v 半 有 限 , M fom 是 一 一 的 ， 当 且 仅 当 ， 
VEo) = 0, XH E= {26 E|dimef G) = 0}, 即 C8) <0, 
P. bP.v。 并 且 这 时 jm = itl, VEE LCE, @, v). 

由 命题 11.2.3 立 见 . 

命题 11.2.9 HCE, B, v) 是 全 oa- 有限 的 测度 空间 ,2 (-) 


是 E, B) 上 的 可 测 场 , 则 Be = S? AOO HUNAR 
于 代数 Z 是 交换 的 WN 代数 ，Z' 是 "- 有 限 的 ,并 且 f > my 是 ur- 
代数 L°CE, By») BSA wt BR, 

证 . 设 网 h (CLUE, B,¥)) 依 弱 #* 拓 扑 收 化 于 0， 
EC) WENE HE D (SCIP + tne < oo, 于 
是 

| DE EOD, mO) 


< DEOL- Ino COL E LE, B, v) 
及 r 
> Cmpa), m4(+))| 


= Ia AO) . 5 CED, RCD Yda le) ip 0, 


BI {my} R o BOCK), TCH) RAF. Ait, fom 是 
LAE, @,v) HBS w*- BA BM, ZE 中 交换 的 vyN 代 
数 。 

SIRE = |] Es 这 里 v(8,) < 0, Yn, 及 EC) 是 场 
C) 的 直 交 规范 基 ， 依 命题 11.1.9， 


{Xe CI En ies m, jE L™*(E, B, v)} 
将 是 多 的 完全 子 集 , 因此 , ZE HAWAK RZ 是 o- 有 


。 和 14 «= 


PRRI. 证 毕 . 
定理 11.2.10 设 (E, H,») 是 全 o- 有 限 的 测度 空间 ， 
(>) CE, B) 上 Hilbert 空间 的 可 测 场 ,i 一 1,2， 则 


=| OHO 到 =| HOH) 中 的 有 界线 


性 算 子 4 RORY, BMA AA, amy? = mPa, VIE LE, B, 
v), XB mi? EA 中 相应 于 了 的 对 角 算 子 ,; 一 1， 2, 

证 。 必 要 性 显然 ， 今 证 充分 性 ， 如 命题 11.2.9 的 证 明 中 所 指 
出 的 ， 存在 CO) 的 可 测 矢 场 基本 列 (.(-)}, 使 得 5,(*)€ 
Yn tit qo(') = aË COE 2, Va. 于 是 对 性 之 的 复 有 理 
数 ans (ELE, Bav), H amp = mPa 可 见 


人 FOI > anne) | ance) 


<lat OF |E tocol aco 

f 是 任意 的 ,从 而 
[E n te < lal -|E a8.) 
因此 ,有 FEB, KF) =0, RF, RTE HA 到 


EO 中 的 有 界线 性 算 子 a), 使 得 aE) = mG), Yn, 
并 命 a) = 0, We F, Wel) SEC 到 AC) HAT 


FMS, eh <<1a1, WEE, BM b=" aoa, W 


bmiPE, (+) = mE, (+) = mPaë, (+) = ame, C), Yn, fE 
L°(E, B, v), 但 {miPE,(-)|n, FELE, B, v)} BOL 
完全 于 集 ,因此 ,4 一 5 一 | a, 证 毕 . 

注 ”本事 见 参 考 文献 [21], [83], [105]. 


$3 YN 代数 的 可 测 场 


s Ways p.p.y. 
fy 


定义 11.3.1 设 X (-) 是 (E, Ø) 上 Hilbert 空间 的 可 
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WI, SFC) 中 的 N 代数 场 MO) (MIT EE, MG) 
是 GEG) 中 的 WN 代数 ) 称 为 可 测 的 ， 指 存在 OC.) HRT 
可 测 场 列 {Cha ERAEN EE, MO 由 {a}. E 
成 。 a 

命题 11.3.2 (E, Z) 上 定常 场 CC. WN 代数 场 M(:) 
是 可 测 的 ， 当 且 仅 当 ，* -> M) EE 到 .of 中 的 Borel 映 象 ， 
这 里 .ar BE RN 代数 的 金 体 ,而 .ef 中 的 Borel 构造 如 定 
理 10.3.2, 

证 。 依 定义 11.3.1 及 命题 10.3.4 立 见 . 

命题 11.3.3 设 MCO), NC) BOC) 中 YN 代数 的 可 
BUH. N MOY, MCDANC-), (MC-UNC-))” 也 都 是 可 测 
%. | 

证 。 命 E, = {zE Eldim Z @) =k}, =~, 0,1, 
于 是 在 每 个 Eh bs OC) 可 看 作为 定常 场 。 得 依 命题 11.3.2， 
10.3.1, Æ 10.3.5 即 得 证 ， 

命题 11.3.4 RCE, B, v) 是 全 -有限 的 测度 空间 ， 名 一 


[E E OWO, Z ROC AIA ARE, on = | andr} 。 
是 2 中 一 列 分 解 的 算 子 ，M 是 if 中 由 与 taoj， 生成 的 N 


代数 ,a BOGE), M acM, HERH, a= [alae 是 


分 解 的 ,并 县 aA) E MQ), PPr KB MOOSE EORR) fe 
生成 的 vN 代数 ， We EB, l 


证 i am Pad, 并且 EMO, Pv 如 果 


aE M'CZ', 依 定 理 11.2.10，, a 一 e adv). 由 于 o 与 


fan, a%}n 交换 > With oC MG), PP, BI. da= 
alja CE), PP. vy BERG ae’ = a'a, BI a€M. 


反之 设 a€ M。 显然 MOZ’, 因此 4 = [airte 无 妨 
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设 lel, & lal, Wee E, BMP FS fa 小 可 以 假定 {ad 对 于 
水 运算 , 算 子 的 相 加 与 相 乘 ,及 乘 以 复 有 埋 数 都 是 封闭 的 。 于 是 对 
EIEE, ta}, 的 单位 球 在 MO HARRPERATH 
的 。 如果 COC 是 场 CO) HBKMGE WAH 
F = {tE El E MCO} 
Hah < lalt, HER IS, iS anA 
=Y {re 4 Cale) 一 aE, EOY < aJ 

Aik, Fe @ 今 只 须 证 明 OCE\F) = 0, AB, WA Ge B, 
GCE\F, 0<o(G)< oo, 命 “ 是 相应 于 xc 的 对 角 算 子 ， 它 是 


M 的 非 零 中 心 投影 。 显然 ,zf = | Oe Oar), Za 是 se 
中 的 对 角 算 子 代数 ,及 Mz 由 Zz [awe 一 人 ad) 生 


成 ， 由 于 az = 人 afKz)dyrkt]c Mz, WARA 1.14.4, HA fo. = 


[BODO czz 与 tonzj ER RER fhe OF 中 强 算 子 拓 


ths baaz, (RAIS, AEA imh O a> a), 


ppv FG. Rib, EMU), 0.2» FCF. MALEN 
F)=0. WẸ, . i 

命题 11.3.5 1 (E, BS, vr) 是 全 oa- 有限 的 测度 空间 ,M(…) 
是 (E, A) ECC) RE) WN 代数 可 测 场 , 则 


M = {a z F a(dv(s) € BLO) aE MO, pp 中 


是 @ 一 | OO h ATR N 代数 。 


证 设 {a,(-)} 是 算 子 可 油 场 列 , 使 得 MCD) 由 {anh Æ 
me, Wee EL 无妨 设 laldi, Ya, t, 依 命题 11.3.4,M 即 为 
Z 与 {e。} 所 生成 之 WN 代数 , KAZE 中 的 对 角 算 子 代数 ， 


a, 一 abDav()，Yn。 此 外 ，M CZ'， 依 命题 11.2.9，M 也 是 
o- 有 限 的 。 证 毕 . 
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定义 11.3.6 设 (E, B, v) 是 全 o- 有 限 的 测度 空间 ,名 (:) 
(CE, æ) 上 Hiker SATWA, A 一 | Ba 中 的 
UN 代数 M 称 为 分 解 的 , 指 存在 E Ch YN PORCH HT BMI CO), 
使 得 
M = fa = |. a(edr(s} | alt) € MCE), ppv}, 


这 时 ,我 们 记 M = | MOC). 
命题 113.7 .2 中 vN 代数 W 是 分 解 的 , 当 且 仅 当 ,M 由 对 角 
算 子 代数 与 一 列 分 解 算 子 [o= | aD) MER 2 


时 相应 的 MCO) 可 取 为 : ME 由 {alj ÆR WEE, iE 
外 ,分 解 的 VN 代数 M 所 对 应 的 VN 代数 可 测 场 是 CPP») 唯一 的 ， 
以 及 ZCMCZ'. 

证 。 由 命题 11.3.4, 11.3.5 立 见 . 


注 。 依 命题 11.2.6,Z 一 F claro), 以 及 Z= F ae) 
dv(#) 都 是 分 解 的 vN 代数 ， 

命题 11.3.8 设 M= M(edv(t), Me = 人 wa， 
则 MM' = Puio), (U M.) = Ki MDY HOCU 


及 ma 人 Cn Mo). 


证 ， 依 命题 11.3.3，M(*》 也 是 可 测 的 , 令 N= [M'a 
(), L NCM'。 又 车 we M'， 由 于 ZCM C2Z'。 因此 ， 
a’ = ("a ar). BM BZ {a= [aO] ER, F 


E, G) & fants), aele)*}n EM. P Pv, W a GEM)’, 
pev, TÆN =M. 
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Sk Mz 与 [aP = PPOO) sm, Ma) 由 
UPOR ER WEE, FE (UM) HZ 5 (Phen E 
B(UM@) 由 liOhe ER WEE, FA 
(Ux) = f° (U MO) #@. 进而， 站 Ma 


(Umi) = (NN a. jo. e, 


命题 11.3.9 设 M =|" MO), 则 MNM =Z, 当 
ERX, MG) RAF, pp. 

证 由 MNM = ( MOONMOON GD 及 z= 
二 chao x. 

命题 11.3.10 WE = ie GE dvl) ERR I E 


中 的 vN RM EDRR SAM. ZOMCZ’. 

证 .只 人 须 证 明 充 分 性 。 由 于 ' 可 分 ,，M 是 可 数 生成 的 ， 因 
此 ,MM 由 2Z 与 一 列 分 解 的 算 子 所 生成 , 邑 M 是 分 解 的 。 证 毕 . 

$. WR (E, B) 是 标准 的 Borel 空间 , > EBS 上 o- 有 限 
的 测度 , 则 LCE, B, vy) 是 可 分 的 ,再 依 命题 11.1.9， SE 
I. 

EX 11.3.11 ik (E, Z) 是 Borel 空间 , A (-), AC) 
Æ E | Hilbert ZATA, MC), NC) 分 别 是 (C), 
AC) 中 的 vN 代数 可 测 场 。 设 对 每 个 EE, O@) ÈMA 
NG) HD+ AS. * AR OC-) 称 为 可 测 的 , 指 对 多 《*) 中 
任意 的 算 子 可 测 场 sg(-)， 并 且 aE Ma), YEE, W AC) 
(2(-)) 是 AC) 中 的 算 子 可 测 场 ， 这 时 如 果 >” BSL mw- 有 


限 测度 , 则 可 定义 M 一 [MarC) 到 N= OLTOTT 
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* HAG = | Ode), BB a= 人 apa OVE M, Ba)= 


OCOLO 


命题 11.3.12 在 定义 11.3.11 h, 1) ME AO 是 正规 的 ， 
Wre EE, 则 @ 也 是 正规 的 ; 2) 如 果 OO 是 MG) 到 NG) 上 的 下 
fA, WEE, WOM EIN ER EH. | 

证 。1) 依 命题 1.12.2。 只 须 证 明 @ 是 全 可 加 的 . 依 命题 
11.3.5,M 是 <c- 有 限 的 ， 因 此 只 要 对 对 的 相互 直 交 的 投影 列 {2,}， 
证 明 o) 一 >) 000.) KEL P= Dy, P= | POO, 


pn = j put) dr), 这 里 PC), Pale) E M(t), Wee E, ms 由 
于 PaPa = 0, Yni m, YUH PaPa) = 0, WEE, n, 


m. 由 于 ， 是 o- 有 限 的 , 依 命题 11.2.5 及 ADO), a, 
因此 , >) eC) 一 0G), pe», Bh OG) 是 正规 的 及 命题 11.2.5， 
(Pp) = Dd) CCP.) dv) 


= > | OOOO = D (PDs 


2) ME OE 中 的 对 角 算 子 代数 Ze 与 分 解 算 子 列 [an= 


(f aG) } AER, MO Ease ER WEE. TO 
把 zg 变 成 .2f- 中 的 对 角 算 子 代数 Ze 因此 ,PCM) 将 由 Ze 与 
falan) 一 | DODA} 生成 但 OO) HER 


NC), Wee 五 。 因此 ， $M)=N. td. ® BARE. 证 
毕 ， 
注 本 蔬 见 参 考 文献 121]，[2641，[27]，L831，i105]。 
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§ 4. Hilbert 空间 分 解 为 Hilbert 积分 


命题 3.3.14 指出 , 如 果 Z BOC 中 的 交换 VN 代数 ， 并 且 有 循 
WK» RYZE Z HIS a] CH Hausdorff 空间 ) 上 有 正则 Borel W 
Bev, R&R LQ, v) ERAT u, 使 得 suppy = 9, L°(O, 
v) = CCQ), umu" = hy, VRE LO, v), XE f > m Æ C(O) 
到 Z 上 的 # HA, A 是 LC, >)》 PRATHER. 如 果 使 用 


Hilbert ROWER, LO, >) 一 | Ci», {mise LC, »)} E 
是 Çf Cav hN RERE. 


上 面 的 情形 当然 不 是 我 们 所 感 兴趣 的 ( 因 依 命题 5.3.15，Z "一 
Z). 今 设 Z 是 Hilbert 空间 2 中 交换 的 vN 代数, 并 且 有 循环 矢 
列 1* 世 等 从 于 Zeo- 有 限 ), 命 


m= Šis Gf, = Zn, Pas A > Aa 


ssr.. 


Bi Pip; = 0, Visj; D Pi=13 PEZ, Vi, 
i=? -i 


无 妨 设 Nell <1, FH lnl <1, Va, & m= 2 ng 


DU no EZ BAR. 
设 oe 之 的 谱 空间 , 令 vy 是 o EASTER Borel 测度 ,使 得 


(mines m) = | Hara, Vie C(O). 
这 里 fom, Æ C) Bl Z 上 的 米 同 构 、 z= 9%, 1,2, °°, 4 
记 s= r, BR v= >) 2%. FREE A€ LO, v), b> 


242} 6 


0， 使 得 va = Aye vy, n= 1,2, °°, 

对 任意 的 +€ 9， 定义 Hiber 空间 CO), 它 有 直 交 规范 
Z Ola 使 得 h,(z) > 0}， 为 方便 计 , 如 果 使 得 4.0) = 0, 
WU 6.) 是 多 (9 HEH AF on), EnG) j = San 
Xpptatt) FEO LATA MARA., m, Ait, AC 是 QQ 上 以 
{OC}. AM MABAA AN Hilbert 空间 可 测 场 。 我 们 说 
CU) w {0}, Bev, BEL, BA OW Borel FRE, 使 得 
v(E) > 0, m AOD =0, WEE, FE 4,0) —0, VEE, 


Bea, BAE, v.(E) = 0, Wa, 但 xE) = >i 27v (E), XE 


RAKE. PL, ÆG = {0}, per. 
E P P AOO, EX m > #, 
umma = fC Ba OEEC), VIE C(O) Rons 
Bue AP KIASE, WR CER, 使 得 
CWE, EC = 0, Vi, a. FEM eer En, 
hE Ds CC), = 0. 依 C E, OG) = 0, ppv, 
从 而 * BOCs) PEW BAT. 同时 易 见 umu” = i KE 
m E BF 中 相应 于 了 的 对 角 算 子 ,yfe CCQ), 此 外 ,在 定理 5.3.1 
的 证 明 中 已 指出 ，suppy 二 2，C(9) = L9, v). 因此 ， 我 们 
有 
定理 11.4.1 EZR SERB NRK, HH Z 是 ec- 有 
IBA, WROBZHOBSA, 则 在 9 上 有 正则 Bore) REE», 


Hiber BARTA OC), ROH E = EO 上 
的 西 算 子 a, 使 得 
(2) œ {0}, p.p.v, suppy = Q, L*(@, v) = C(Q), 
umu = ty, YJE L°(Q,v), 
这 里 fm, 是 C(O) 到 Z 上 的 * A, om, RE HART f R 
WHAT. 特别 地 ,xnZu* = 2, RE ER 中 的 对 角 算 子 代 
数 。 
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EA 11.4.2 CRM SH Hilbert ZE, M,Z h AY 
YN 代数 ,并 且 ZCOM OM’ WER LAE ARRAS Borel 测度 
v, Hilbert 空间 可 测 场 CE (-), GEC) 中 的 YN 代数 可 测 场 


MC), REE = [Wave LOERT u, 使 得 
uZu* 一 人， uMu* = | M(2)dv(2). 


REZ ES HMA TR. 此 外 ,如 果 Z=-MOM’, W 
MG) BEAT, PPr. ae . 

证 。 依 定理 5.3.7，Z 可 以 由 一 个 自 伴 元 4 生成。 RAR 
{4, 1} 生成 的 交换 c*- 代 数 , 则 4 在 Z BATE HR 4 的 谱 
空间 是 o(a). 仿照 定 理 11.4.1 的 证 明 ,只 是 代 蔡 那里 的 8 为 4 的 
谱 空间 ,同样 有 > 25(.), 及 wx: BY 一共 一 | OO dW tk 
得 umu* = my, WFE C(O), 这 里 fom, 是 CCO) 到 4 上 的 #* 
HH. _ 

依 定理 11.4.1 的 证 明 , 并 注意 引 理 5.4.4, 可 见 v> me, VER 
A, XB vs 定义 为 

(më, E) = | feddvee), Ye CCQ), 

由 于 suppy = 9， 可 以 把 C(9) 一 一 嵌 人 L°(Q, ») 2, HÈ 
由 于 v > ve, 可 见 f 一 mj 也 是 C(O). 到 4 上 CE”, L-HR 
FERAL. Bk, i> m 可 扩充 为 LO, v) 到 Z 上 的 * 
同 构 。 从 而 wuZu* 一 2. kkh, h ZCMNM'， ZCMCZ’,.A 


ib, 2CuM uc LERTA, Hi, uMu*=[ MO). 


今 注意 O= ol(a), 再 将 v, ZCO), MC) 平凡 地 扩张 到 R 上 ， 
即 满足 要 求 . 
最 后 , 如果 Z=MNM’, M 2 = (uMur) N uMury, 依 
MH 11.3.9, MG) 是 因子 , pe» 证 毕 . 
定理 11.4.3 i OMAK Hausdorff 空间 ,并 且 0 是 它 紧 
FRUG, vr 是 如 上 正则 Borel WE, AC) HOLES 
. 423» 


的 Hilbert 空间 可 测 场 。 i 一 1, 2， 如 果 有 B= |" o 
due) 到 2 一 |, Oar) 上 的 西 算 子 u EE umPu*= 


wp 站 ，YfE CEQ), KE mP EA ;中 相应 于 的 对 角 算 子 ，i 一 
1,2, 则 V ~ Vi, 并 且 存 在 FE (+) 到 (+) AT Ay wy 
oC), EA oe) 是 210 到 2G) 上 的 西 算 于 , pen, WA 


Bu = wv, xo =|" oan, wi [Ein 到 
W, 上 的 正则 同 构 , 即 若 n =p v, WA 
WEC) = CNG), VEC) € |? HOO. 

诈 ， 设 Kk 是 9 的 紧 子 集 ,并 且 v《K) 一 0， 由 于 OC) F 
零 ,可 取 ACO WAM (+), ii a 一 1， WED, 又 
tru KDA BR. ORE, (Hon) E 2a. id E(-)= 
uX) CE DE). IERD 8 > 0， 由 于 mCK) = 0, 可 取 
OAA 使 得 

KC7CU， | IEn < e. 

今 作 JE C8(Q), 使 得 OSF, AIl, WE K, 10) = 10, 
WV. FÈ 

vK) < | POA = | GC Me 

= flee Die, = (OPEC Re, < e. 
s 是 任意 的 ,因此 v(K) = 0, Bw <o. EM. v ~ Vn 

Sid Pa | War), M Hy omot, XE om 
wu, my 是 OF, 中 相应 于 fOMBRF, Veco). 由 于 
CHO) 在 L~(0, ») PRB * WH, PEM 11.210, v= 
(Toar Lek NH, 上 的 西 算 子 ， 因 此 ，*(e) 是 
Ct) 到 CFC) 上 的 西 算 子 ，p.p.»,、 TER, 

引 理 11.4.4 设 (Eis Bi) 是 标准 的 Borl 空间 , v; BB; 
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二 c- 有 限 的 测度 , i= 1,2. 如 果 存 在 LE, Bi, v) 到 
LCE, Br v) LW * We, WA Few, i= 1,2, 及， 
(E\F:) 3) (ENF) 上 的 Bore) Ai D, E 
DID = aF) =0, n ~ vO", 
并 且 对 任意 的 gé LCE, Bi n), PPn F (EAF) 上 有 
x(g) = g(@G)), 

证 。 Ain, BARRY, 再 依 定理 9.3.16, 除去 平凡 的 情 
形 外 ， 又 可 设 E=EF,=-[10,1], 而 B= Bw 是 [0,1] 的 
Borel FRA, UÉ ns n E10, 1] 上 的 概率 测度 ， 令 Ae) 一 
rE L”(E ve), =a). 自然 可 设 Lp], WEE, 
FE, OC) = fpl) BE, g] ELH Borel RR. 

函数 1 (€ LCE2,)) RE LCL, n) 上 忠实 的 正规 态 w;， 


即 ole) 一 | eed), VEEL Em). Fibs a oxen 
也 是 LYE, n) 上 忠实 的 正规 态 。 因此 有 唯一 的 FE LYE,， 
n), BA oe) | (earn, WEE LCE, 0). 无妨 设 
fC) > 0, Wee Ey, 

如 果 PO) 是 多 项 式 , 则 对 €E, 

(PCC) = PCAC) = PCCD), 
如 果 gE C10, 11, MERA 2. ER P > (OH re LO, 
1} 一 致 . 从 而 在 L°(Ez, ¥2) 中 ， x( Pals) CE) = Pal a) > 
nC) 又 Pal OCs) CDG). Hak, zG) = 2(9G)), 
PPV 所 以 ,对 任意 的 ge CL0,1]， 
[gdanD = olg) = m(<Ge)) 
= |, 8COW)ao., 

mRic PCr) = 2,097, 则 Pn) = frm, | 

Sik ELE, n), 可取 goe CIO, 1], 使 得 g, >g. F 
是 ,| (alen) C) — alg) dy) = allg — 8ga) (8—8) )) = 
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m Clen — 8)*(Be~ 8D) = | OED — BOT -> 0. 由 


于 fO>0, We, 因此 有 子 列 in}, Be 
En) > 8G), PP, ACEN E) > LENE), PPI, 
已 指出 rlen) = 8n DE) PPn, VR, Alt, En COC) 一 
MEG), PPn B-A mh gal) > 8G), PP, 及 OOo) 
f- Vis EnO) — ECOC), PPn MA, 
CEG) = 6(PG)), PPn, VEEL EM). 
p 同样 讨论 xt: LCE, n) 一 LCE, »,), WA EB EE, 的 
Borel PRE 更 ,使 得 gn) = nop 关于 六 是 绝对 连续 的 ， 并 且 
ANU) = ACA), Pps WRE LOCE, 1). Ait, 
(go) (@(e)) = CE 
= gt), PPm, Wee L°(E,, v) 
ho ND) = alae (hE) : 
= A), PP, Whe L°(E2, n). 
特别 地 ,由 zE LOCE, VNL CE n), PE 
Pops) =z, PPa, PoP) = 1, P-PYr, 
TRA F;€ Bi, (Fr) = 0, 使 得 Poh) = 2, VEE EM\F2, & 
=g (F), EF nop RT» EHER, AR,» (F= 
0。 易 见 
w(E,\F,) 一 E\F3, OCEN\FYCE\Fi, (1) 
FHO (ENF) 上 是 一 一 的 .进而 取 Fe B, FICENF, 
zfEY) 一 0， 使 得 l 
Dot) =:, WE ENF,, (2) 
这 里 Fi 二 FUF, BR mm(FD) 一 0 令 FF 一 人 TCF 
(E.\Fi) ,由 于 20207 KF n 是 绝对 连续 的 ,因此 ，xm(Fz) = 0, 
进而 CF 一 0， 这 里 OF, = FUF? = FRUSCII. 于 是 ， 
多 一 一 地 把 《ENF:) BRA (ENF) 之 中 ， 
今 若 LEENE, RO), VOEENF, 如 果 (DE FIC 
OCF), TE, om(eye Fi, BRC), Gow) =4& Fy F 
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E. Als we ENF. 进而 依 (2), 有 @(E,\F;) = E,\F,. i 
定理 9.3.12 与 命题 9.3.15, OFF (EAF) B CEAF,) 上 的 Borsi 
同 构 ,其 逆 Borel AWS. FH nop o, vow < o FT 
见 在 CE\F,) tb, u~ 2,08", 证 毕 . 
EH 11.45 H (E; Bi) 是 标准 的 Borel 空间 , n È g: 
上 -有限 的 测度 ，,2z,(,) Æ E 上 非 零 的 Hilbert 空间 可 测 场 ， 
MCO) SEG) 中 wn 代数 的 可 测 场 ,Zi 是 Os | ILO 
doi) 中 的 对 角 算 子 代数 。; 一 1, 2。 如 果 有 W, BO, EA 
BAF 4, 使 得 | | : 
uM = Mis uZu* = Zis 
REM = |" MOO, i 一 1, 2, WE Fie Bi vE) 
0, i= 1,2, (ENF) 2| (ENF) 上 的 Borel 同 构 0, RARE 
的 可 测 场 uC): GEC) ALOCE), 使 得 : 


1) OM ul = MOE), Yt E ENF: OK. 
2) Pln) = 1,09 ~ n; 


oie ie fe) O udn). 


; 证 ， 依 命题 11. 2. 8, uZ u* 一 Z; 产生 一 个 由 LE Bas v») 
到 LOCEn Ban) LAKER KSI, 有 Fie Bi 
v(F) =0, i=1,2, 及 (ENF) 到 (ENF) 上 的 Borel 同 
HID, (EH DOn) ~ ry lg = EOG) Yi PPn F (EN\F,), 
Vee L*(E,, Bim). ME Fi, Fo 不计, 并 代替 vw 以 OO), 在 
Borel 同 构 名 之 下 ， 可 以 把 (E,, Bi, v1) 5 (E,, Bs, v) 等 同 
起 来 ， 从 而 情况 变 为 :(E， B) 是 标准 的 .Boeret 空间 ,vz BBE 
o- ARASH, 2° (-) Æ (E, B) 上 Hilbert 空间 的 可 测 场 ， 


i=, 2 是 = [HOO 8 =) KOHw 
上 的 丁 算 子 ,使 得 
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eM int =M, umPu® = mA, WIE LCE, Æ, Y), 
这 里 Mi = | MOa), mP BC; 中 根 应 于 FORT 


;一 1, 2。 依 定理 11.210， 4 = [uC t s) E O 
到 AO 上 的 酉 算 子 ,p.p.». 依 命题 11.3.7, 有 多 ”中 的 分 解 算 
子 列 | 一 onan} ,使得 Mi 由 2 与 {oo} ERR, 并且 
M,C)’ 由 CROI ER PPr, FE, M: 由 2, 与 {uaa} E 
Re UE MG) 将 由 UONGO ER peo 因此 ， 
Ma) = UOMO, ppv, WEE, 

注 本 节 见 参考 文献 [21], [84], [105]. 


$5. 分 解 vN 代数 与 其 分 量 的 关系 


设 CE, B) 是 标准 的 Borel BN, v EB E ARAN, 
HO) 是 Hien BRT, OF 一 全 Ba, M= 


[OMG )do(s) 是 OF 中 分 解 的 AN 代数 ,我 们 来 讨论 W 与 (MO) 
之 间 的 类 型 关系 . 

emis 设 2 一 [p92 一 [pCav be) 分 别 
是 M、M' 的 投影 , 则 

& 2B 
"ee [PM Ondro, My = 下 M (prnnd vs), 
Š 由 
cP} 一 | CCPC) dv), 
T. My, Mor 的 分 解 表 式 由 命题 11.3.7 立 见 . 
设 EC 是 可 测 矢 场 的 基本 列 ,M 由 Z 与 |。 一 al 


dv(e)} 生成， 并 且 {a,()}. ER MO) Ve, 经 过 适当 处 理 ， 
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可 以 认为 lee}, 在 MO 中 是 强 算 于 移 的 ,于 是 ane: 

Enlin m} 是 PONZ O WEST, Ve, 用 命题 11.1.2 

的 方法 ， 从 fanQPOEn (Sem 可 以 构造 出 cp())EV(.) 的 

BRM inf}. AR mO 仍然 是 可 测 矢 场 列 ， 从 而 
(e(PC) Es)» Em le), 一 之 (Ent), naCe)>, 


Crt) Em lt): 
EE LAA MGM, Voom, BATH PC) BAM. ic 


= 一 | PG), 如果 EEO, BR 
soapE() 一 PEC), Vo. 


因此 ，z > ele). DE cle) = Faar, KH GOR MO) 


的 中 心 投影 ， Wi, 由 于 clp)aspP = asf, Wn, RIE» (t)a,(2 PCs) 
=ant)P), PP, Wn, Bl ge) > cP, PPPs 从 而 


cG) >s: 所 以 ,cp) 一 EGOO) 证 毕 . 
命题 11.5.2 如果 M 是 离散 的 , 则 MG) 也 是 离散 的 ,p.p.v。 
证 ， 依 定理 6.7.1，M 有 交换 投影 p= | POG), 使 得 


c) 一 1g， 依 命题 11.5.1, 对 PP.» Hr PC) 也 将 是 MO) 的 
交换 投影 ， 并 且 中 心 揽 六 是 1 gus 所 以 ， M(t) 也 是 离散 的 . 
证 毕 . 

命题 11.5.3 ”如 果 M 是 真 无 限 的 ，。 则 MG) 也 是 真 无 跟 的 ， 
PP», . 

证 。 由 定理 6.4.4 立 见 ， 

命题 11.5.4 如 果 MG) BARK, ?.P.v, 则 MM 也 是 有 限 
的 . 

I. AAR vN 代数 的 定义 立 见 . 

命题 11.5.5 ”如 果 邓 是 连续 的 , 则 MG) 也 是 连续 的 ,Pp,y. 

证 , 设 E; = (1E Edm O) = k}, za 是 相应 于 Xe 的 对 
FAT, 当然 是 邓 的 中 心 投影 ， 并 且 Me 是 连续 的 ,及 Mz 一 

2429 = 


fi, MORG) Vk IMT JEW OFC) = Oe, ee Lae 
Mee ia 
设 M，M 分别 由 对 角 算 子 代数 z 与 fo. = | a OWO}, 
fan = J aO) 生成 ,并 且 Hej。 lel, 1O 都 二 1， 


Vien, 以 及 MG) hla} ER, MG) 由 {a,(t)}, ERs 
LanCe)}% = fans) has Loans = Lali) ja We. | 

设 3 是 BCC.) 的 单位 球 ， 依 强 算 子 拓扑 ， 它 是 Polish 空 
(Al, 考虑 SX 五 WFG, (a,)E G 指 : 1) aa) = aa, 
Vn; 2) a 是 非 零 投影 3 3) 对 任意 的 m, 2, aanlZ)aan(e)a= 
aam(f}aas(?)a。 注意 命题 90.3.14, GRE S kK E 的 Bord FE. 
令 z 是 5 XE 到 E 上 的 投影 映 象 , 依 定理 9.4.5, 有 上 的 Bored F 
R FCxG， RB FBS 中 的 Borel RR PC) E GOF) 包含 
于 某 个 v- 零 集 之 中 ,并 且 G), EG, Vee F, 

如 果 命 PD = 0, Wee E\F, P= È POWO PEM 
的 交换 投影 。 但 对 是 连续 的 ， 因 此 , ?一 0，xF) 一 0. 因此 ， 
a(G) = {rE EMU) 不 是 连续 的 } 包含 于 某 个 v- 零 集 之 中 ， 即 
M(t) 是 连续 的 , Pew, TER, 

命题 11.5.6 如果 M 是 纯 无 限 的 , 则 MO 也 是 纯 无 限 的 ， 
P.P.y, ; : as 

E. Sem 11.5.5, THR AC) =A, 是 定常 场 ， 
{ans @n(4)s ans an(?)}，5 等 也 与 命题 11.5.5 一 样 。 又 命 (SF a) 
E WRC Hilbert BM, 4 Sx CH ode x EW 
子 党 G, Cas (ngs 26 G FB: 1) aanle) 一 aalan Va; Dak 
非 零 投影 ;3) any =m, Yki 4) 2. lli? = 15 5) 对 任意 的 正 


整数 有 限 集 As Aas 
S, ((2 II anlt)a Il a,(é)a 
& REA) REA 
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eT ne TT aa) ar ma ) = 0, 
mA; BEAL d 


HUGH Borel FR, Qr SX (SH). X E 到 EE 上 的 投影 
RR WEE 9.4.5, A ERY Borel FE FCxG, 及 F 到 5, (如) 
的 Borel 正 象 PC), Gul-)), EE G@G\F) BATEA -F 
集 之 中 ,及 对 任意 的 EF, 
(P(e), CoC), ADE G. 
如 果 对 BF, A Pe) = 0, me) = 0, VRE TR, P= 


Dec EMME, EHR KE) < co， 则 E= mC) E 
X, PE, = Ers WR, K bF HEI? = w(F), 依 作 法 ， 2 * Eas 
` k 


Eo 将 是 MM。 上 的 正规 迹 。 但 MM 是 纯 无 限 的 ,因此 ，vCF) = 0,88 
rG BATHA v- 零 集 之 中 。 此 外 , BU xG = {16 E| MG) 不 
是 纯 无 限 的 :所 以 ，Mfz) WER, PPa, WE, 

命题 11.5.7 ”如 果 邓 是 有 限 的 , 则 MG) 也 是 有 限 的 , ?.P.v。. 

证， 同样 设 OFC.) = Oo, ae, a(t), an, at), SH. 考 
RSX E OFRG, (9,066 指 : leaks) = altr, Wn; 2) 
u*v 二 ]，vv* 21, BULGE Borel BR. FRA ER Bord + 
集 FCrG, 这 里 x 是 SKE DE LWRERA,. 及 Borel RR 
o(-): FS, i a ac il Cole}, 1) € 
G, Wre F, 

命 v2D) eb, WEF, v= i Aa), Wl vor BA 


应 于 Xr 的 对 角 算 子 。 由 于 M, 也 是 有 限 的 ,又 oO l, 
Yee F， 因 此 。>(F) 一 0。 选 而 可 见 MG) EAMES, PPr, 
命题 11.5.8 如果 M 是 半 有 限 的 ， 则 MO 也 是 半 有 限 的 ， 
PP, 

证 ，M 包 含有 限 投影 P= [POO 并且 eG) = 1, 依 


命题 11.5.1 及 115.7, P(e) 是 MG) WARRE. HE (PG= 


= 43] » 


lrs 2v, A, MO WEYER, Ppa. 证 毕 , 
定理 11.5.9 设 (五 ， 8) 是 标准 的 Borel 空间 ， v EE BE co- 有 


WA OF (i EE Hilbert SIT MH, 2 = [Sewer 
M= [MOWO 是 好 中 分 解 的 WN 代数 。 如 果 


I= EOLO, 是 M 的 最 大 中 心 投影 ,使 得 Me 是 有 限 的 ;或 者 


半 有 限 的 ， 或 者 离散 的 ， 则 2G) 也 是 MG) 的 最 大 的 中 心 投 
wf MOG) EARD REFARI REAR, PPr, 


oS B 
3. 由 Mr 一 [Medea MO — Ame i M(t) X 


(1 — (Adve) AR 11.5.3, 11.5.7, 11.5.8, 11.5.6, 11.5.2, 
11.5.5 立 见 . 

定理 11.5.10 BCE, Z) 是 标准 的 Borel 空间 ，> 是 g 
bo AiR ME, OEE Hilbert 空间 可 测 场 ,多 一 


(PBF Gave), M= [aden Bee a DHE WN ER, 


则 MM 是 有 限 的 、 半 有 限 的 、 真 无 限 的 , 纯 无 限 的 、 离散 的 、\ 或 者 连续 
A CRA RRM) 是 有 限 的 \. 半 有 限 的 、 真 无 限 的 、 纯 无 限 的 、 
PSR RARER, PP, 

证 。 由 前 面 的 讨论 立 见 ， 

+ 本 节 见 参考 文献 [15]，[21]，[83]，[100]。 


$6 算 子 的 和 WN 代数 的 定常 场 


引 理 11.6.1 设 4 是 有 单位 元 的 可 分 t-i Of, 是 可 分 
的 Hiibert 空间 , 令 
Rep(4, BA = {ale 是 4 在 OE, 中 的 非 退化 # 表 杀 } 赋予 
Rep(4， GE.) 以 这 样 的 拓扑 : >= HE 
llla) — æla JE] —> 0, Wael 4, E € Z as 
则 Rep(4，, BE.) 是 Polish 空间 。 
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CETA 


证 。 设 {arto (En) DHE 4, SEa HARITA, X 
任意 的 Tt》 HE Rep( 4, Lo)» 定义 


人 mm) = pa 2-H Cw es) — man) Elle 


今 只 须 证 明 (ReP(A, OC), d) 是 可 分 的 。 合 
J= {Cn, m)|a, m = 1,2, > 
E= {fh I>, | ae iGo, mh < oo} 


对 任意 的 jf€ E, 定义 上 一 Dp 2PM), BCE MD 


是 Banach 空间 ,并 且 由 于 多 ,是 可 分 的 , 它 也 是 可 分 的 。 此 外 ， 
对 任意 的 rE ReP(4, Eo 令 

fen, m) = (ay) Em» Va, my 
则 x 一 大 是 (Rep (4, Ed) F) Ed ID 中 的 等 距 映 象 ， 
Re, (RelA, o), d) 也 是 可 分 的 . THE. 

引 理 11.6.2 Z(E, B)E Borel 空间 , 则 映 象 $9:(E, g)> 
Rep(4， Oy) 是 Borel $, HERH, (OUa), 1) Æ EER 
AMAZ, Vae d, E,n€ Ko 这 里 Rep (4, a)» 20 5| 
11.6.1 所 述 。 | 

证 。 只 须 证 朋 充 分 性 . 依 引 理 11.6.1，(RePC4, Of ,),4) 有 
可 数 黎 集 {x。} ,从 而 只 要 对 任意 的 #, ms 指出 OC xld(x, nn) 一 
mm})€ Æ. (Bik 

OC {x d(x, ze) < m™}) 


= f: EE | 之 2-4 Pll Ge (az) — OC Ca;))E < mt 


= { rE E | > 2-0" sup | (Canlas) — Pelai) ) Ei, Er) 
fsf 


< mt 
ERDERA. WE. 
EA 11.6.3 设 (E, B) Æ Borel Si, ÆC) BEL 
Hilbert 空间 可 测 场 , A 是 任意 的 指标 集 , 对 每 个 LEA, al) 是 
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ea ere remem A Rea ert Id on EN NE me 


(+) PETET. 又 设 OF, 是 可 分 的 Hilbert 空间， 
URGE CE, 有 HG) HSH LARS G), 使 得 
u(e)a@)uls)* = bi, 这 里 bie BOS), Vie A, WA ZC) 
到 定常 场 CC NRAL AM C), EE Oale) = bn 
Vie E, IEA. 

证 ， 无 妨 设 OC) REE Ao 于 是 对 任意 的 E 
n€ Gq, LEA, Cw)*buQ)E.n) BELOW. ME 
{bihe 生成 的 VN 代数 ， 对 任意 的 DEM, AT AD, A 


ba ZAE 5 这 里 名 是 (a, OF} 有 限 积 的 复 有 理 系数 的 线性 组 


Ao 因此 , 对 任意 的 5， nE Zos 《xz 人 ps?5u(DE 1) E E LRTI 
函数 . 

自然 M 是 可 数 生成 的 ， 因 此 有 包含 Et。 中 恒 等 算 子 的 可 分 
RK 4, 它 在 村 中 强 算 子 黎 ， 记 6 是 X. 中 西 算 子 的 全 体 , 依 
强 算 子 拓扑 , 它 是 Polish 空间 ( 引 理 10.4.1), 又 命 

H = {ue Glu*au =a, Wat A}, 

它 是 G 的 闭 子 群 。 依 定理 9.4.2, AGH Bord 子 集 ,使 得 F 与 
Hu 的 交 由 一 个 元 组 成 ，Vxe G。 对 任意 的 xe G, 定义 4 在 Oe 
中 非 退 化 的 六 表示 Hul Tula) = uau, Yat A. BR, u — n, E 
GEJ RelA, F) PHERIRR, ERRAT. NBATI 
于 下 是 一 一 的 ， 依 引 理 11.6.1, ORB ES OCF) = 0G) 上 的 
Borel UW, ICE ARR ©, MH BAe E, G vs) = Soma 


CRTE 
E22 F Boe CF) = yc È F, 

由 于 对 任意 的 oE A(CM), Ës yE Has 

(Wor a)E, n) = Cv av CE, q) 

= (ule)*ou(e€, 9) 

EE LAWER Ke |B 11.6.2, wov(-) LER Repl 4, &,) 
的 Borel BRS. AT, oC) = gogoz(.》 是 瑟 到 G 中 的 Borel BR 
R. BB. 1C) 是 西 算 子 的 可 测 场 ,并 且 
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vle) avlt) = uG)*ault), Wal A, t€ E, 
AEM HERE RY. it, vO bnl) = ae) bult) =al), 
Wee E, IEA, 证 毕 。 

K164 在 定理 11.6.3 的 假定 下 , MRAAS LOWE v, 
则 有 BC ("Od BLE, B, OK. 上 的 西 算 子 
v, 使 得 vant = 1@b,, VIE A KE o = 人 aD Wi 1 
示 LCE, B, v) 中 的 恒 等 算 子 , 

定理 11.6.5 设 (E, Z) 是 Borel SH, OC) BEE 
Hilbert 空间 的 可 测 场 ，M《.) 是 AC) 中 的 YN 代数 的 可 测 
场 ， 又 设 CO, 是 可 分 的 Hilbert 空间 ,并 对 每 个 rE EG AO) 
到 如 。 上 的 西 算 子 ule) HS aM Oul" = My, 这 里 Mo 是 
如 ,中 的 YN 代数 ， 则 有 ZCO) 到 定常 场 o HBR My 
v(-)。 使 得 OOMOO" = Ma, YIEE. 

证 .无 妨 设 CD 一 HK HECE HK. 中 西 算 子 的 全 体 ， 
依 强 算 子 拓扑 , 它 是 Polish 空间 。 令 H = {ue Glu*Mou = Mo}, 
同样 有 G 的 Borel PA F, E F i Ha 的 交 由 一 个 元 组 成 ,Vu € 
G, ENER P: Go, Plu) = u* Mou, WHE G, KB io 
是 多 N 代数 的 全 体 . 依 命题 10.4.2 的 证 明 ， 亚 是 Borel BR 
g. ORE PE——H, MiP FB oF) = yG) 上 的 Borel 
WIPER RH D. HERR EE, G o) = Pog(uls)), 
我 们 得 到 

EL pO) gry = 9G) Zr. 
ÆR gorl) = w(ul-)) = uC) Mul) = MC) 是 到 .er 中 
的 Borel phe (AE 11.3.2), Mii, oC -) = Soyroe(-) EART 
的 可 测 场 , 并 且 OMO = My, WEE, WHE. 
系 11.6.6 在 定理 11.6.5 的 假定 下 , MABA D L-ARK 


测度 », wie 8 = TEO BLE, BNO, LN 
HAT 0, 使 得 vMv* = 25M, 这 里 M 一 | MOG), 2 是 


«435 ¢ 


LE, Bs vy 中 的 乘法 代数 。 . 

事实 上 ， 玫 定理 11.6.5 的 C) & o= i o(e)av€e), Sil 
vMv* = | Marco) = 28M. 

注 本 节 见 参考 文献 [21]; [26]; [84]; [t16]. 


$7. YN 代数 Borel 空间 的 Borel 子 集 


REC FAA Hilbert ZH, ov, F 分 别 表 示 HK Hw 
代数 的 全 体 、 因子 的 全 体 ， 依 定理 10.3.2, 10.3.6 ， 它 们 是 标准 的 
Borel 空间 . 

命题 11.7.1 2h UA vN 代数 的 全 体 ow, 是 .wr 的 
Borel FÆ, z = %, 1,2, 4 

证 ， 依 命题 6.7.8， 和 任何 《1。) 型 YN 代数 必 空间 * 同 构 于 
ZBC J Kp Z 是 交换 的 WN 代数 ， 又 依 系 5.3.9 PUL, GF 
中 相互 不 * 辣 构 的 (1,) 型 vN 代数 至 多 可 数 个 .再 依 命 题 10.4.3， 
BURL oy 1 是 .wr 的 Borel 子 集 ， 证 毕 . 

SMH 11.7.2 EH C) 型 YN RES r cor BY Borel 
FR 

Zi. 如 命题 10.4.3 的 证 明 ， 定义 .et = or (OO) 到 .or 
(8 @ 8) 中 的 Borel AH Ø: PD(M) 一 MBCly,， YM E 
ACP). MEA SMBMY, MY = MOB) 是 (1。) 
型 的 (这 里 设 dimt = 00; 如 果 dim < œ, A= A 不 
iE). CER OH HU.) 型 YN 代数 的 全 体 ， 依 命题 
11.7.1, BE of (GE QP) 的 Borel 子 集 ， 依 命题 10.3.1, E= 
{N'|N€ E} 也 是 er (OE) 的 Borel FR. Hk, wo = 
P(E) 是 .er 的 Borel FÆ. 证 毕 . 

命题 11.7.3 A 中 有 限 的 WN 代数 全 体 or, 是 .ez 的 Borel 
FR. 

证 .首先 如 引 理 10.4.6 GEAR Ceir) 是 Sousline FR, 
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HB 10.4.7 证 明 Ler, 也 是 Sousline FH, MU, ay Bier 
的 Borel FÆ. EHR, 

引 理 11.7.4 2 HEAR N 代数 的 全 体 .or 是 .ez 的 
Sousline FTA. i 

证 朋 与 引 理 10.4.8 一 样 . 

引 理 11.7.5 vind EP CID B® wN 代数 的 全 体 , 则 
Ce tl) 是 ry 的 Sousiine FE. 

证 。 M&.e ts 当 且 仅 当 ， MM 包含 非 零 有 限 投影 考虑 .er X 
P X Æo 的 于 集 E,(M , b, (E)E EH: ?是 邓 的 非 零 投影 ; 
PEE 一 Ex, Wks mt Ers Ee) JE PMP 上 的 迹 ; {a'fala' € M’, k} 


是 Pe 的 完全 子 集 . 即 至 的 定义 与 引 理 10.4.8 证 明 中 的 E 相 
仿 , 但 不 要 求 clp) 一 1, WATS 10.4.8, EE Borel +R, A 
Hy Cor \.em) Ea 的 Sousline FR, 证 毕 . 

引 理 11.7.6 ik (E, B) RAW Borel Bi, M(E) 是 
(E, B) 上 非 零 有 限 测度 的 全 体 ， 赋予 MCE) 以 如 下 最 小 的 
Borel Hi, EENT E LERKAR a IRR f > 一 区 用 = 


fav 是 CE) 上 的 可 测 函 数 ， 则 ME) 也 是 标准 的 Borel 2 


E, HEKA Borel 构造 由 形 如 {ve MCE) (F) <2} (WF eE 
B, 1> 0) 的 子 集 生成 。 

ik. KEM 93.16, CHR E=([0,1].. FH, ME)= 
C(E)I\M0}, 这 里 CCE) Æ CE) ens ee ee 

如 果 赋 予 MCE) 以 这 样 的 Borel 构造 , 它 由 形 如 {»€ on(E)| 
sF) <a} (VF @,1>0) 的 子 集 生成 。 由 于 E 上 有 界 可 测 
函数 f 可 以 为 简单 函数 列 一 臻 到 近 , 因 此 ，»v > oC) 将 是 MCE) 
上 的 可 测 函 数 . FA AWK Bori 构造 是 使 得 » 一 2 有 ) 可 测 
的 最 小 Borel 构造 , i 

”由 于 CCE) 是 可 分 的 Banach 空间 ,因此 ar, w*) 是 

标准 的 Borel 空间 , 这 里 w* 表示 CCX)* RAR * 拓扑 ， 从 而 ， 
MCE) = CCE)AL0} HRSG * 拓扑 也 是 标准 的 Borel 空间 对 任 
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意 的 fE CCE), v > vf) 是 MCE) LSS * 连续 的 函数 ， 由 此 ， 
v—>o(F) (MCE), ww*) ETWA, VF € @. Ah, E 
{ve MCE) |v F) AS (WF E Bi aA>0) 产生 的 Bord HEF 
2 TH SS 拓扑 所 产生 的 标准 Borel 构造 。 

依 定理 9.3.13, 今 只 须 证 明 到 包含 分 离 的 可 数 族 。 Bir} 是 
[0,1] 中 有 理 数 的 全 体 ，{t4} BO, +o) 中 有 理 数 的 全 体 ， 令 
Qir = {VE MCE) olira I) < a}, PUR OR VCE), 
WE, 

引 理 11.7.7 设 (E, B) 是 标准 的 Borel Bi, MEJ 如 
前 一 引 理 所 述 。 Mik CF (-) BEL Hilbert 空间 的 可 测 场 , EC) 
Æ ECO) 的 有 界 可 测 矢 场 , aC) 是 AC) 中 一 致 有 界 的 算 子 
PYRG, MC) 是 EC) H vN 代数 的 可 测 场 , 风 


1) v> [T EOW 是 MCE) 上 Hilbert 空间 的 可 测 场 ， 

它 有 可 测 矢 场 的 基本 族 为 > | OWORO WO) 
四 ® = 

的 任意 有 界 可 测 矢 场 ,而 [oar 表示 |” Sale) 的 元 
nC); ; : 

2) 2 > PEDO 是 o> | OHO 的 可 测 矢 场 ， 并 
HE MCE) 上 有 界 , 这 里 ME) = {ve MCE) oF) 一 1); 

3) v > [acaat 是 v a) HRA RR 
算 子 可 测 场 ; 


Nas orzo) Bo [Pear 中 的 oN 代数 
可 测 场 . 
I DBE LES OFC) 的 直 交 规范 基 , 无 妨 认 为 E= 


(0, U1, fe} 是 CCE) ARH, FI, MB 11.1.9， 对 每 个 
ve NE), [E GED) E |" A Od) 的 完全 于 


wey 


MR. Hh SIRE 11.7.6,» > |” Se G)av) 是 ME) 上 Hilbert 2 
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ATT. SE oC) BOC) HAR TMI, W CO, 
LO) EnC): FE E ERE HE BBG MTD. 《| aO nën) 


OAY = | aed, WOED d 是 aR(E) WTAE 
Wn, m, 所 以 ,> | nave) ly r> EO 的 可 测 


RH. 
2) 出 1) eo. 
3) AF COCE 仍然 是 ZC 的 有 界 可 测 矢 场 ， 


Yn, m, 因此 , 算 子 场 一 | aa 是 可 测 的 。 此 外 , 依 命题 


11.2.3, 由 speco| < sapta, Yv € MCE), 


4) {4.0}. 是 EO 中 的 算 子 可 测 场 列 ， 使 得 对 每 个 
t€E, {al}, 生成 ME). TW lanh S1, WEE 及 


z。 于 是 对 每 个 ve NE), [MO 将 由 {[” AO, 


Pantas) ”生成 . 再 依 3), 可 见 一 [iM (sav) 是 p> 


S AOO hN 代数 的 可 测 场 ， 证 毕 . 


引 理 11.7.8 if M= {rly 是 Fm XN FEKAR M 
度 }( 依 定理 10.4.16 及 引 理 11.7.6， 听 是 标准 的 Borel 空间 ,其 中 
Fy 是 九 中 (0) 屯 因子 的 全 体 ), LR Z, EA 中 相互 不 * 辐 
构 的 交换 rN 代数 列 ,使 得 CH 中 任意 的 交换 VN 代数 ， 必 水 同 构 
FE Z, A 5,3.9), 则 存在 M A Lo” 中 的 Borel th BC) iE 
得 对 每 个 veM, Bo) FEART fo un (48 Zal»). 

和 证 。 依 命题 10.4.3 的 证 明 , A> ADC ge 是 .or 一 we (®) 
到 ef (OF OA) 中 的 Borel wR. 自然 2-Cle@Z, BN 
到 ee (CL QE) 中 的 Bord eR. FE ie Ar 10.35, C4, 
2) > AOZ, Am XN 到 el EDA) 中 的 Borel RR, 
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; $ 
fe BLBE 11.7.7, rl vu (4B Z,)dv(4,n) EN E vs 


Vee CADEA, n) = HOF OL(F m XN, v) 中 


R9 vN 代数 可 测 场 。 但 CE DL(F NON, v) 5 CE 有 同 
样 和 的 可 数 无 穷 维 , 依 命题 11.3.2, 有 驱 到 .ez 中 的 Borel HR BC), 


使 得 B(v) 空间 x* 同 构 于 |。 (4@z,)dv, Wé, WE, 


SIME 中 任意 固定 的 (HUD 型 YN 代数 . 依 定理 11.4.2, 将 
AHR 上 的 有 限 Borel 测度 v, Hilbert STM °C), 
及 ÆC) 中 vN 代数 的 可 测 场 MC(.'), E8 M 2 构 于 


人 akDarGD, 这 wx 同 构 同时 把 MN M' 变 成 | 名 zav( 人 ) 中 的 


对 角 算 子 代数 以 及 MORAT, Y: € 有 .由 定理 11.5.10, 可 以 认为 
M(t) 是 (ID 型 的 ， 特 别 CG) 是 可 数 无 穷 维 的 、Yz:€ R， 于 
是 ， 可 以 认为 (>) BIR EME A, MCO) 是 及 到 .ez 
中 的 Borel phe (dy Bi 11.3.2). 

引 理 11.7.9 可 以 认为 MCR) 是 .oz 的 Bord FR. 

和 证。 显然 MCR) 是 ,wv 的 Sousline FE. $ jp 二 voM7, 它 
是 ,er 上 的 有 限 测 度 。 RA 9.2.11, 有 .er 的 Borel FRE, F, E 
得 ECM(R), (M(BNE)CF, #20 a(F)=0, WR =M 
Ge\E) 易 见 CR) = 0, MCR\R) =E. WEHI ENX R 
上 的 MOD, 使 之 得 等 于 OF 中 某 个 《HI) 型 因子 , 即 见 MCR) 是 
.的 Borel FE. EH, 

51 11.7.10 设 MCR) 是 ,wr 的 Borel FR, HREM 
等 价 关系 ~; i ~ 4 E MG) = MG), ， 并 赋予 有 /一 以 商 Borel 
构造 , 则 R7~ 也 是 标准 的 Borel SiH], FHA OR R/ ~ 到 MCR) 
上 的 Borel HQ, 这 里 OF) 一 MG), x) =? 是 及 到 及 /一 上 
的 正则 映 象 ， 此 外 ,我 们 可 以 在 R 的 一 个 饱和 的 《在 一 的 意义 下 ) 
2- 霉 集 上 重新 定义 MO), 使 得 * 有 Bord 截面 ， 即 可 以 认为 有 
Borel PRE a: R/~ 一 R, 使 得 wool?) =7, Vie R/~, 
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3., WE FÆ MCR) 的 Borel F, OCF) = x2oM“(F), 
[E MCF) 是 及 的 饱和 的 Borel FH, Alt, OCF) 是 R/~ 
的 Borel 子 集 , 即 入 是 Borel RR. 有 当 然 是 一 一 的 。 Sir O* th 
是 Borel 的 . 4 Ë E R/~ 的 Borel FR, 于 是 E =x (E) 是 
R 的 饱和 的 Borel FH. At, OCE) = MCE), ®((R/~)\ 
Z) = M(R\E) = M(R)\M(E) 都 是 MCR) 的 Sousline FÆ, 
KUO) 是 MCR) 的 Borel 子 集 ， 这样,@ 是 了 /~ 到 M(R) 
上 的 Borel 同 构 ， 特 别 , R/ ~ 也 是 标准 的 Borel 空间 ， 再 依 命题 
9.4.7, 即 可 得 证 ， 

SIA 11.7.11 设 MCR) 是 ,ez 的 Borel FR, WE R/~ 
( 见 引 理 11.7.10) 到 MR) 中 的 Borel HRA 7 > v1, 使 得 对 R 上 
任意 的 有 界 可 测 函 数 f{，R/ ~ 上 任意 的 2-a RBM 上， 这 里 3 一 
port, 有 


| Chorda) 
= {aan | Karl), 


并 且 对 于 0.0.0 的 7, yi 集中 于 E. 

证 ， 依 定理 9.3.16, R 能 够 Borel RF Cantor BC, CH 
由 可 数 个 既 闭 又 开 子 集 组 成 的 拓扑 基 , 用 这 拓扑 基 生 成 的 Bool 代 
BD. 也 由 可 数 个 既 闭 又 开 的 子 集 组 成 这样 , RATAR R A 
可 数 个 Borel TRARA Boo 代数 DD, 使 得 互生 成 R 的 Borel F 
Stk AM DAHER TIO RRM D 其 它 元 的 不 交 并 只 能 是 有 限 
并 的 形式 ， 于 是 , 忆 上 每 个 有 限 可 加 的 有 限 测度 ,也 必 是 可 数 可 加 
的 ,从 而 能 够 唯一 地 扩张 成 R 上 的 有 限 Borel 测度 

对 于 每 个 FED, ENCO) 是 R/~ 上 的 有 限 测度 ,并 
且 关 于 Sro 是 绝对 连续 的 ,因此 有 0 <er€ L'R], 8), 
使 得 ENC) = ga， CO) HO DR, 于 是 有 R/~ 的 
-RTR 名 ， 使 得 对 于 每 个 ?e (R/ ~ \E), 2) BD 上 的 有 
限 可 加 的 概率 测度 ， 进 而 gC) 可 扩张 为 R 上 的 概率 测度 . 
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此 ,我 们 得 到 R/~F MR) PRIR: Fy,  v:CE)— 
ge(7), Wie (R/~\E,), EEZ; ys = R LER BERR ERE, 
Vie Ën HFUAR RN Borel 子 集 全 体 ,并 依 引 理 11.7.6, 可 见 
z-> ys ER/ ~F] MCR), 中 的 Borel 映 象 ,并 且 对 R HEM Borel 
子 集 E，R/~ 的 任意 Borel FE F, 


DENY) = | EEO. a) 


进而 对 及 上 任意 的 有 界 可 测 函 数 fj，R/ ~ 上 任意 的 所 可 积 通 数 
AA 


|, hoN 


= | | aint, 
Ri~ R 
对 R/~ WER Borel FR E, F, WA), 
E LE 一 ENË) 

= pla BE) Ne (FY) 

= | net BD 4007) 
因此 ,对 任意 固定 的 多， 

Xel) = vile lE), PPF. (2) 

出 于 及/ ~ 是 标准 的 Borel 空间 ,我 们 可 以 取 R/ ~A Borel FM 
可 数 族 E, EBER ER ~, 有 LE} C3, DeD 
ŽD, BE QELS. EO, 对 roa 的 ?有 BOS 
m(x*(#)), VEE S. 特别 地 , 取 上 面 的 {Eh M 1 = nG 
wla CE) > rk. 这 表 上 朋 对 P. PTA 7, 于 集中 于 
e"C{7}). EH, 


引 理 11.7.12 设 ?_> 交 如 引 理 11.7.11 则 ?> [Pa CsddvaCs) 
是 R/~ 上 (~ fen) = FDLR, »)) 中 的 vN 代数 
可 测 场 ,并 且 M 空 间 米 同 构 于 
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人 FO OTON 
R/~ R 


证 ， 肥 R 上 的 有 界 可 测 函 数列 {f,}， 使 得 对 每 we MR), 
{jo} 在 L'R, a) PR, HE L~(R, p) 中 弱 * 笛 《仿照 引 理 
11.7.7 的 证 明 )。 又 设 (En) EO 的 直 交 规范 基 及 {oan(')} AER 
LEB OF HORE A WA, 使 得 {eat2)}, 生成 MG), 


WER 由 于 了 一 内 是 Borel HRE 11.77, 11.76, [z> 


四 p 
K AEDO æ (1> [Taran = OLR, »)) 的 
m R ‘ 
可 测 矢 场 基本 列 ,并 且 

全 日 

2 -> P aal), im [CO1 ards) 
都 是 《? 一 | oan) 中 的 算 子 可 测 场 。vw，m (这 里 不 妨 设 
lal, YER, Ra), 以 及 对 每 个 Fe RJ~, 人 asan 
eB ® 
CANZO ZO, } ER i M Gdo). Hib, im 
EMOn 是 (1> Fan) 中 N 代数 的 可 测 场 ， 依 全 
题 11.1.9.，- 
E] 
{= a) (Gato) dan) ss m, 
4 是 R/~ ARTAR] 
是 | asi) |" Ein = |" (OLR, nA) 的 完全 子 
Ri R 7 ae 3 Vi 7G 

集 。 定 义 。 

u (E0 | Gads) ) 

TEON ER)) 

SIH 1.7.11, 易 见 “ 是 | (OLR, DaO x 
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Cp 
dv = Z OLR, v) LOH BT. 它 显然 把 算 子 | ， AZ) hedal), 
rp B B ; 2 
| aaf ZOZO a5(7) | Ím (s) l yd P: (s) 分 别 ag 
Ri~ R Ri~ R 
eS 二 但 
成 | MnCD)1zdz(D ,| as0D4z(0。| im @lado), 因此 ， 


uf 2562) | MC dru" 一 | M(e)av(s). 证 毕 . 
i~ R R 


引 理 11.7.13 存在 pE M {ERM e AW Ble) KEM, 
B(-) §L5|# 11.7.8, 
W. Ue Em vy 如 引 理 11.7.11, {fe} 如 引 理 11.7.12 证 明 中 所 


取 的 。 于 是 ,以 [Fp Oands) } 为 可 测 矢 场 基本 列 ，? 一 


LR, v) 是 R/~ E Hilbert 空间 的 可 测 场 ,并 且 ?> Zs 是 
G—> LCR, az))》 中 vN 代数 的 可 测 场 ， 这 里 Z; 是 LR, v) 中 
的 溢 法 代数 ，vzec R/~. 

由 于 LR, n) 是 可 分 的 ,从 而 存在 唯一 的 正 整数 20), 使 
得 Zk (WT Zon, VEE R/~, XBZ, 5H 11.78, RN 
说 2 一 a(?) 是 R/~ BIN AY Borel 映 象 ， 依 命题 11.1.2, 使 
得 LR, ») 有 相同 维 数 的 2 是 Borel $. 于 是 无 妨 设 所 有 的 
LCR, ww) 有 相同 的 维 数 , 从 而 ?一 LR, v1) 西 同 构 于 某 定常 场 
HK, WM I> Zi B* AWE I>NG), 这 里 ?一 NGC) 是 
R/ ~ 到 .wf CA) 中 的 Borel 映 象 .对 任意 固定 的 N,€ .ex (07), 
aN) 是 oy (.9Y ) 的 Borel 子 集 ( 命 题 10.4.3), 因 此 ,NCa(N6)) 
是 R/~ 的 Borel PÆ. 由 此 即 见 了 一 zx(?) 是 Borel whe. 

我 们 也 可 以 建立 * 同 构 的 可 测 场 rC) 使 得 (2) HZ 到 
Zan ERI 同 构 ， Vie R/~. 与 前 段 一 样 , 可 设 im Zr 28 je] k 
AW 7>NG), 这 里 IPNG 是 Ri~ Bw (or) 中 的 
Borel PRA, Z: 在 LAR, v) PABRLS RE (函数 1)， 于 是 
NE) EA th A EIR SR, AHR * LISS YN 代数 
至 多 可 数 个 ， 因 此 又 可 假定 NG * AMF NG), ve~, 


a hid a 


n 是 R/~ 的 任意 固定 点 。 依 定理 1.135 NG) 空间 # AAT 
No), Wi. FAK TE BE 11.6.5, 便 可 建立 所 要 求 的 vC). 

依 引 理 11.7.10，@ 是 Rij~ 到 MCR) 上 的 Borel 同 构 ， 命 
KCA) = no PA), VAEM(R), 及 RK(A)=1, VAC CN 
M(R)), Rl RC) 是 ,oy SIN 中 的 Borel RR. 

4 s=30P4t=yM", vE LENT MCR) WAR 
测度 。 ROWS “=” ARN RAER BW, BFA È 
Borel Ht , 依 命题 11.3.12 及 引 理 11.7.10 ,有 

[C4820 4) = | AB Zu) ds) 
= fs 02874) B Zrooop -rad 5 D(A) 


~ 0) BZ ~ |? MOEZ ASG) 
R/~ R/~ 
MSIL, X P.P.D BIF, oe RT eC). X Mas 
M(o(@)), Wee x “*({?}), RIX P.2.5 RIF, 
[iat Oan) = [| p MOOC) 
= M(o@)) BZ, 

今 依 引 理 11.7.12, M 关 同 构 于 | (AB Zao) 94). 

”注意 5 集中 于 MRC m, 于 是 

f (4B Zunda = NOP! aza) 


=>) af (4B z,)as( 4), 


at NE i 
KB, i= {4E |k (4) =f}, Yj Po BEM, E 
KÆ Coil Fm) X {7} 上 等 于 3, Vi. Mit, M* AA 


Bun (492. \du(4,n). 再 依 引 理 11.7.8, M * HHT BCH). 


证 毕 . 
引 理 11.7.14 设 E 是 ,wy 的 Sousline 子 集 , 则 a(E) = (NE 
» 4456 


uv |N«* MFR RY ER VN 代数 } 也 是 .ex 的 Sovdine F 
集 . 

证 , SON)=NSCly, MOR wo =  (H) 到 

A (PERE) 中 的 Borel 同 构 , 依 命 题 10.4.3 所 证 明 

al E) = O(s(@(E))) = PANED ND )), 
IIE 10.4.14, (OED 是 al © GH) W Sousline +H. 
FHA Polih 空间 P 及 PP 到 ww HOH) 中 的 Borel BRR fs 
使 得 P) = (CE) NOC). 不 难 见 Ot of 是 P 到 ,ey 中 的 
Borel 映 象 , 依 命 题 9.35，a(8) = pojl P) ior 的 Sousline -F 
集 。 WER. 

命题 11,7.15 .wr nr 是 .ex 的 Borel FR. 

证 . 依 引 理 11.7.5, 只 须 证 明 .ari 是 Sousline FR. HK 
BÆ 11.7.8, BCD) 是 .ey 的 Sousline FÈ, Hie M 11.5.10, 
BOOO)C.ef in, 再 由 引 理 1.7.13, cen = aC BCM)). Mites 
引 理 117.14, om 是 .oz 的 Sousline 子 集 。 证 毕 . 

定理 11.7.16 r; CO 中 有 限 WN RMS), oy CO 
中 半 有 限 YN RNS), wees (CP 中 真 无 限 vN 代数 的 全 
E) ey, CO Ok) 型 YN 代数 的 全 体 ),， R= ol, 2， 
wo (EF 中 (D 型 YN RRS), wor. COP 中 连续 的 YN 代 
BOSH), of 11, CE ch CIL) 型 vN RAISE), no (a 
h lo) E yN FORMS), on CEE CID) 型 vN 代数 的 全 
th)» em CEE 中 (ID 型 vN 代数 的 全 体 )， 都 是 .or 的 Borel F 
集 . 

w. HF Ai LEI WM fo 及 .em 已 分 别 在 命题 11.7.1， 
11.7.2, 11.7.3 及 11.7.15 中 所 证 明 。 

为 证 明 Leys M5174, RRA Ceri.) 是 
Sousline 子 集 ， 注 意 ME Cor’ \ ey) MARY, M = MOM, 
其 中 MÆ (i) 型 的 换言之 ,ML 能够 x* 同 构 于 COP 中 的 


AN 代数 (Mey), 这 里 Mas M€ -or ， 并且 Mi 是 OD 型 的 . 
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依 命题 10.3.3， 10.3.4, (Mi, AD 一 (好 ú) 是 ,er XS 


到 wy (O° BE) 中 的 Borel kR, HERRE. TÆ 
由 命题 11.7.15， 


-H { (M: u,)| Mis M2€ er ，M: 是 (IID 型 的 | 


是 AE OH) 的 Borel FR. Soh BM Heb 
的 丁 算 子 ， MEHAR 10.3.3, 10.34, v- o* 是 el HOM) 
到 .er 上 的 Borel A. F Sb 5l BE 117.14, Cari e) = 
a(vEv*) Æa BY Sousline FÆ. 

MEn HHRH, M =M, O Ma HM, 是 有 限 的 . 
了 共和 而 使 用 与 上 面 同 样 的 方法 , 可 网 《ey \wey pi) 是 ay 的 Sousline 
FR. ME Ap 当日 仅 当 ,MM 有 投影 了 ,使 得 1 ~ 了 ~ AP). 
设 $ BCS) 的 单位 球 ， 考 号 .or X 5 Xx 5 的 满足 如 下 条 件 
的 元 (M, vis v): 1) ae(M')v; = 2j0,(M'), Yn, j= 1,23 2) 
oF = 1, 7 = 1,23 3) v%e, + ofr, = 0; 4) vfo + of. = 1, 
这 里 olt): .ez > S 如 命题 10.3.3。 易 见 这 是 Borel FR, A 
Wi, oe: 是 .ex 的 Sousline FH. MEM, y p 是 Borel FR. 

依 定理 6.8.4 及 相似 的 方法 ,可 证 .en 是 Sousline FR., 化 
外 ，M n AAR, M =M, OM HP M: 是 (1) 型 或 
CIE) 型 的 ， 因 此 ,又 可 以 证 明 Cein) 是 Sousline FR. AT 
L, n 是 Borel FR. 

由 此 ， An = MUN Ss Mite = ull. 也 都 是 
Borel F. 

最 后 ， 

A= aA nein ULM EL M =M: OM, Ma M, 
SB UD, D BAH}. 因此 e.  Sousline FR, X 
M&.cef., 4ERYM=M,OM, 其 中 Mi 是 离散 的。 因此 ， 
(ey \.2f -) 也 是 Sousline FR. MA, g. Æ Borel FR. 证 
Hi, 

注 “本 节 见 参考 文献 [27], [84], [100], [119]. 

e447 6 


$8. 可 分 -代数 态 空间 的 Borel FR 


设 4 为 有 单位 元 的 可 分 c*- 代 数 ，、5? 是 4 的 态 空间 。 R 
oCA*, A), SF 是 紧 Polish 23 Te]. 事实 上 , 设 fan} 是 有 4 单位 球 的 
可 数 稀 集 , 对 任意 的 Pp, DEH, EX dlp» 由) 一 > 2 |(9 一 


p)lan)l. HERUM EK Polish 空间 . 

对 任意 的 n= co0,1, 2, …., &, 是 a 维 Hilbert 空间 , R, 
是 4 在 SH, PIEBE * RAMSAR, 中 ,mw 一 x HB lla) 
—a(a El > 0, Wee 4,86 Z n 依 引 理 11.6.1, Ra 是 Polish 
空间 , 

“ 引 理 11.8.1 ©: x 一 x(A)” ER, Blo, HRY Borel PRE, 

这 里 .of ,是 CC, HN 代数 的 全 体 ， 

GE Blan} A PRA REM ag (+): RBS), 
a), Bp alar) = max), Wr E Ra XERRI Es 7E PE aK agl- Es n> 
显然 是 R。 上 的 连续 函数 ， With, {a(-)} BR, MC BCM,), a) 
中 的 Borel BREA, FEAR rE Ra, (age) hy 生成 wC4)". 
He fir 88 10.3.4, OFE R, Bile”. 中 的 Bore! Beg. EH, 

命题 11.8.2 RE = {ee Ren A)” Ge) 型 YN PORE R, 
的 Borel 子 集 , 这 里 (#) 可 以 是 因子 :有限 , 半 有 限 ， 真 无 限 ，(I) 
(k = 00,1,2,---), (I), (ih), (lin), CID, (IMI), (e) (BH 
续 ) B CL.) CARAT). 

W. KF CL.) 外 , 由 定理 10.3.6, 11.7.16 及 引 理 11.8.1 立 见 . 
x€ RIm， 当 上 且 仅 当 ,，z(4)"” = BCS), RI <(4) 的 单位 球 在 
《S， 强 算 子 ) 中 稠 ,这 里 3 是 BC.) 的 单位 球 . (S, BAT) 是 
Polish 空间 , 设 2 为 租 应 的 距 离 ,其 可 数 稠 集 为 {84}， 又 设 {e4} 是 
4 单位 球 的 可 数 稠 集 , 则 | 


Rie = A Uteer Rald((am)s b) < Phe 
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Pr, RUPE RWG, PE. 证 毕 . 

AH n= oo :1,2。……， 又 命 

E,= {(r, E)|weR,, EET,, BE FE x(A) 的 循环 和 撩 }。 这 
HY, = {Ee .lll — 1}. 

引 理 11.8.3 £, Æ R, XT 的 Gs 子 集 , 从 而 依 诱导 拓扑 , E， 
是 Polish 空间 . 

证 ， 设 {ax} 是 4 的 可 数 稠 集 ，{Et 是 2. 的 可 数 称 集 ， 则 


BE 一 {| UG DER, X Palla’ — Ell <i}. HAULS Be 


E R, XT, G FS. 证 毕 , 

Afr E = ULE,|2 = 00, 1, 2, --:}, Ete Polish 空间 ， 
且 每 个 E, ZENRARF TR. reir g:E >S, Bp 
到 (rsS)(e) m x(a)E,E), Yae A, 

引 理 11.8.4 VREAS 上 的 连续 映 象 . 

和 证， 连续 性 显然 ， 今 设 pe 2 , 相应 有 4 的 循环 水 表示 {r 
多 igh, dim, = 1,408 3H, LRAT, 并 命 
x= urt" € R,, I] 

pla) = Cagla )lps lo) = Lala )E,E) = plr, E) (a) 
Vae A, 
BE Emul Ern Ak, CE), TEs. 

引 理 11.8.5 ACH, mR (4A) BE hI Sousline 或 
Borel 子 集 , 则 4 也 是 经 的 Soustine 或 Borel FE, 

证 。 依 引 理 11.8.4, SHEA Sousline 子 集 变 成 的 Sousline 
FR. 从 而 ， 如 果 yA) HER Sousline FR, Ml A—G 
WHA) ES 的 Sousline FE. 

如 果 (A) LER Bord FE, M) (Ey) HE 
Borel FE. 依 前 段 ，A4A 及 P(E AD = (AA) BETH 
Sousline 子 集 。 因此, A&H Borel FR. 证 毕 . 

定理 11.8.6 设 plep) 产生 4 的 六 表示 是 drops Æ ot M 
St) = pe SH |z,(4)” 是 (型 的 YN REES K Bord FR, 
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这 里 Ce) 可 以 是 因子 ， 有 限 ， 半 有 限 ， Hak, (LX = oO, ls 
25°°+),C), CL), e) C, (¢) RC), 
WE. 对 a= 00,1, 2, e, WR 118.2, (ROP Xx T,) 是 


(R, X Ta) 的 Bore FR. Bit, U (RY x TNE.) 是 E 的 


Borel FÆ, 

如 果 (w, E)E (RP X T NEn, We EAEn HRON 
rR, HPLAWRRE BR 4 的 循环 六 表示 {x, EEn EE 
Sit p= ez, §) 产生 的 末 表 示 ， Alt, ele, NEY. BR 
之 ,如 果 pe SL, RSM 11.8.4, 有 (et) EE, ES ala, E) = 
p. HAF (rla), E) 一 《roln)1,, lo) Vee d, Ak, MR * R 
示 tx, PE as B45 {res Hos l BS. Mit, 是 4 在 
SF, PRON RKR, HA E WIR, BGR (r, E)E (ROX 
Ta) Q Es MA, 


ot m U URE x TYNE.) 


是 的 Borel FÈ, 再 依 引 理 11.8.5, SO BAYH Bord FÈ. 
iE, 
注 本 节 见 参考 文献 [34]; [84]; [95]. 
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第 十 二 章 (AF) 代数 


本 章 考 容 一 类 特殊 而 又 重要 的 “*- 代 数 一 逼 近 硼 限 维 的 
ct-a, RA CAP) 代数 , CE (UHF) 代数 (3.8.2) 的 直接 推 
ve | 

51 讨论 (AF) 代 数 定义 的 等 价 说 法 (12.1.11)， 这 是 J. Glimm 
结果 的 直接 推广 ， 82 对 于 (AF) 代 数 ，G. A. Elliod 引进 维 数 的 
概念 , 这 作法 与 F. J. Murray 和 J. von Neumann 的 维 数理 论 相 
似 ， 并 且 指 出 维 数值 域 的 不 变 鲁 将 完全 刻 划 (AF) 代数 (12.2.8， 
12.2.9), 由 此 给 出 CAP) 代数 的 同 构 定理 (12.2.10)。(AF) 代数 是 
有 限 维 +- 代数 递 增 列 的 闭 包 ，5$3 指出 , (AF) 代 数 不 仅 与 这 递增 
列 的 每 个 有 限 维 c*- 代 数 的 构造 有 关 ， 而 且 与 这 递增 列 媒 信 方式 
有 关 。 为 此 ，O.，Bratreli 引进 (AF) 代数 的 图 (12.3.3), 能 够 清楚 
WRIA LIRA. $4 利用 图 来 讨论 (AF) 代数 的 理想 与 案 理 想 ， 
指出 它们 与 图 的 某 类 子 集 有 着 一 一 对 应 的 关系 (12.45, 12.4.8), 
$5 由 (AF) 代数 引进 维 数 群 (一 种 序 交 换 群 )、 这 是 很 为 重要 的 粮 
& (12.5.1)， 并 县 还 讨论 了 维 数 群 的 序 理 想 与 素 序 理想 (125.6, 
12.5.9)，56 指出 维 数 群 的 ( 序 同 构 ) 分 类 ,将 导致 (AF) 代数 的 “ 稳 
定 ” 分 类 (12.6.7), 


§1. (AF) 代数 的 定义 


定义 12.1.1 ““- 代 数 4 称 为 逼近 有 限 维 的 ,简称 为 (AP) 的 ， 
指 存 在 递增 的 有 限 维 ** 子 代数 列 4。}, 使 得 【4。 Eaha, 


4.74. 
s 
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命题 12.1.2 Bam U4 是 (AF) 代 数 ， 则 了 有 单位 元 1， 


HHMH, FÉ m, E =l, Ve Sm, ZE l, 是 4 的 单位 
JU. . 
证 。 充 分 狂 显 然 ， 今 设 4 有 单位 元 1 如 果 有 子 列 1n4} ,使 得 
lw fed, VR, DF 14a} 是 递增 的 ,因此 ，1, 1, Ya, WW re 
Ams 使 得 jz —I <1. AMR ACBL), RIB HB 
恒 等 算 子 ,于 是 可 取 ce (1 —1,,) ,1 引 一 1. 但 
1> Wt — zll & JE — El — IE — 21.8) — i 一 1 

矛盾 .。 证 毕 . 

引 理 12.1.3 对 任意 的 se (0， +), 存在 > 一 >(s) >0 


RAT ROM: 如 果 4 是 Hilbert SMSC RM, ”是 
好 中 的 投影 ,又 设 有 acA, 而 la 一 P< 了 , 则 有 4 的 投影 4， 
使 得 ep 一 gl < e. 

证 . BBA a 一 a， 设 8€ (0, +), 及 函数 P — 11 E 


(1-2, 2N, UC — 8, 1+ 6)}) 中 的 极 小 值 为 (> 
4 2 _ [Be m} 
0), ik y= r(e) > 0, 使 得 7? + 37 < mnf, +t. 落 
lla? — alj = max{ |4? — a{|2€ o(a)} 
< lja? — ap — pa + Pll + lele — PH 
+ lile — ell + tle — all 
< [la = PFI + 3\le — Pll < 7? + 37, 
当 jal >2 H, Xal >, Abt, o(2)C(—-2, 2]. 又 当 
1€ ([—2, 2A\{(— 8,8) UC — 6,1 + 6)}) FH, [Val em, 
因此 ， 
. o(a)C(—6,5)UO ~— 8; 1+8). 
ERM f{， 合 得: 4 1e (一 5，5) 时 ， 基 人 一 0 当 le 
(1 一 5B, 1 十 8) mR, fa—l. 于 是 ，4 一 了 (a) 是 4 的 投影 ， 
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#E ile — al < le — ait le-—gl<r+a<e, TER, 

51% 12.1.4 Be >00, n 是 正 整 数 ,存在 8 = 8em) > 0 
AA PAE: MRA M-AR, Ps to Pa BANK, 
PE IAA < ds Yi = j, 则 有 4 的 相互 直 交 的 投影 4 ，……*，4。， 
使 得 la~ glee, L<i<n, 

证 . 对 # 使 用 归纳 法 。 当 #* = 1 时 显然 ,这 时 ale, 1) 可 以 
REREH. SX n ALMARI ales n) 对 (tw 十 1 及 
&>0,¢ 

. fr(e r(e 
AlE, n+ i) = min { Ca z a (762, n). 


这 里 r(e) 如 引 理 12.1.3， 并 无 妨 设 e< (0, +) Bre) <e 


如 果 Pi tets Pan 是 4 的 投影 ， 并 且 ||p: pil < AGE n +1), 


L<ixicntl, FR, leel < a (7E, n), 1i wis 


n, WHARE, H ABARH forts gas EI ||p, 一 


all < rs), l<i<n, a= dig, W 
isi 


lari {1 = QPantl = q} II < 3] Esg) <3 之 Pasg] 


< {33 losni 十 ze op 3n8, (ssn + 1) + 7) 
<r(s). 
BEBE (gs ts qa O 一 9)pnrs(1 一 49)} 生成 的 4 的 交换 
c*- 子 代数 ， 用 引 理 12.13 于 B,e > 0 及 Pano WA BHR E 
dario 使 得 [Per 一 ganl <6. HTF BEZH, qarg 仍然 是 
投影 ,并 且 

es < Pang] e< ARA +2 <l. 
Fh, Gangi = 0, 1Si<n, PID, ps tts Gan MERK. 
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引 末 12.1.5 设 4 是 c*- 代 数 ,， (Piss ts Pato lis etts Gah 
是 4 的 相互 走 交 投影 族 , 并 且 jlp; 一 4 二 1, Siss, WHE 
4 的 部 分 等 距 元 ww, 使 得 
(Piwqi)* + (Piwgi) = ai, (Piwa) ， (piwgi)" = Pis 
liter 


wtw = 2 Jis ww* = 之 Pie 
证 。 取 56€ (0，1), 使 得 ||p; 一 ala8 1 Sin ER 
轴 上 的 连续 函数 f: 当 1 去 于 (1 一 人 时 ，f(4) 一 0 4 a> 


1 一 5 时 , JU) =a; 当 2€ 1e, 1—3) h, (2) BR 


TK, 又 命 B 是 由 {pi, Piqahi} 生成 的 4 的 交换 -FRR 0, Æ 
局 部 紧 Hausdorff 空间 ,使 得 B; = CICA: ,1 Si Se, 

对 任意 的 p€ 9;, p(Pi) 只 取 0 或 1 的 值 ， 当 pl) 一 0 时 ， 
由 于 Spb S Pi A, egt) = 0; 4 ele) ~ 1 时 ,由 
于 [legs — tll < lg;— pi < Buk, eles) € (1 —6, 
1]。 于 是 , 依 的 定义 ， 

fp(Pi9:Pi)) + p(Pigipi) 一 plPi}, Ve € Qis 
所 以 ,太一 Pigi) > Pgh. Th xi = Piq), HF B; 是 交 
换 的 ,Pp; 一 PiqiPix? ziPbigiDix: = PixiqiriPi, 

交换 p; 与 49; 的 位 置 ,如 命 y {(qitigi)*s 则 gi = vigihigi. 
进而 命 wi 一 Pig 则 wiw? = pixigizip; = Pis wrw = 
qixiPitigi = Viqiiqi + Pixiqg; = Yil Pigli} m Yiqibiqi ™ qi» 


1<i<n BS um > w 即 满足 要 求 。 WEH. 


引 理 12.1.6 ”对 任意 的 se (0,1]，, 正 整数 ”存在 页 一 5(s， 
n)>0 具有 下 面 的 性 质 : 如 果 {Pitts Pah Agita) 是 
c*- 代 数 4 的 相互 直 交 的 投影 族 ， 满 足 le el Ean SiS 
n WA 4 的 部 分 等 距 元 w, 使 得 
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(Pegs )* - (Piwg,) = qis 
(Piwqi) * (Piwqi)" = Pi Lisan, 
iP; 一 Piwa; < £ 


以 及 wtw = > g wor = SDP. 此外, HR 4 有 单位 元 h 


并 且 Drel Uwe NHB H 一 如 | < s。 


证 , + aE, n) 一 =, wR le; —gll<a,l<icn, 在 


引 理 12.1.5 的 证 明 中 , 取 那 里 的 5 一 6,， 并 保持 所 有 的 符号 ， 则 
lt; — wll = lpiCp; — zg) 
< leg: — Pll + IG: — rell 
< jell lq; — pill + Mas — all. 
注意 对 任意 的 p€ 2;, BWR off) = 0, TW p(wi) 一 0; 如果 
pf 的 一 1， 则 plell, Q 8), Fe, Il 之 (1 一 
62) ,pi — a] < (1 — bH -1= C1 — 8,)78,, As 
le: — Pregl] = |P; — w| < 281 — 8) < 8, 
Isis, 


如 果 还 有 D)e 一 1, 则 如 上 所 证 , 用 一 四 < D le 


w;|| < 228,11 —8,)7<e, 证 毕 . 

引 理 12.1.7 对 任意 的 € (0,11, FE ô, mäe) > 0 R 
有 下 面 的 福 质 ; WR AB Hilbert SCO 中 的 ct- P P 是 
ANKE, pop EZ PRR, a6 dve BCH), 满足 

le; 一 qill < 8, i = 1,2, 0%9 = dis 
ver gy, e — al] < 8, 

WE uE 4 使 得 utu = pi, uu* = pa, ju — oi] < e, 

证 . 令 a= ale) 一 er 并 设 8 是 由 {Ps Prsa*?,} 生成 


的 4 的 交换 c*- 子 代数 , 8 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 ， 使 得 B= 
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CE(O). Mik 

Q, = {p€ Qil) = 1}, 

Q, = {pE Ol p(f.) = 0}. 
FE, N9 = 6.2,U0,—9, 0, 是 @ 的 既 闭 又 开 的 紧 子 集 ， 
注意 Ne, 一 pagaspi < | atl < ta — al + lg 一 a2*l S 
ps 一 gall + vv* 一 va*l] + joe* — aa*|| < 48 < 1, TÆ 


lp{p3 — Pana*p)| < 45 < 1, Yp€ 0. (1) 
从 而 可 取 xE Bi, E% 
l 2) = pl Paa* h) "s 如 果 pe Qs (2) 
ots) + 0 > 如 果 PE R. 


因此 ， 
x*p,aa*P, = P2 (3) 
由 于 (1), 当 pt Q, AY, 
: p(x) = [1 — pl. — paa*p,) ] 
= >) plps Paap)". 


nee 


于 是 , 依 (1),(2)， 


lz? — Pall == max|l ~ p(x*)] 
PER, 


< max >) |p(p: — Paaa" p) |” 


?Em ST 
48. 
te BB, 4 
1 — 48, z (4) 
lx} << C1 — 48,)7*# <2, Ie] SC — 45)" 2, (5) 
Ix = A macs maxp(x + Ppa) | o€ 2? <= P2)| 
< le — Pil] < 84, (6) 


& w= ria, KG), ww =P. HE, w*w 必 为 4 的 投影 ,并 
Bk a= vgs . (4),05), 
je*w — pll < lat pr pia 一 otp pa] 
+ Jetpa 一 v*p ph 
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+ lethe 一 all + ilg — All 
< lla — olf + oll Hel + x7 ha — off 

+ |A — Pll + Ie: — all + fe — all 
< 2(1 + 8,)8 + 28, + 83, + 26, 


< 165, = ò (5. 1). 
这 里 (=, 1) 一 上 ( 见 见 引 理 12.1.6 的 证 明 )， 用 引 理 12.1.6 于 


ww, Po — 及 一 1, 便 有 4 的 部 分 等 距 元 ,使 得 
wiw =P, wet = ww, 
Jwr 一 w* wi] < A (7) 
& u = ww, Wl užu = Pp, uu” = P, 并 且 由 w= Pia, w= 
ww*w,v = qv, (5), (6), (7), 
le — zl & lwe, — wll + lle — ol] 
S le, — w* ul] + lle — Avl 
+ Npsv — «Pell + rpsv 一 xP,all 
S lw, 一 w* wll + lla — Pall 
+ WA — «ll + lel] © le — ali 
<< +8 + 88, + 28, < e, ” ”证 毕 , 
引 理 12.1.8 对 任意 的 。 > 0,， 正 整数 w, 存在 = ale, 
n) 之 0 RATRNER: WR AR Hilbert 空间 Cl 中 的 c*- 代 
B, {Pll <i, i<m, SAS m) 是 如 HRS, B 
eft)* = P,P eh? = ByydivelP, Wi, 7, ka 7, Fa RL 
这 里 n= n + +++ ton, FHAWRA ABT oP}, EA- 
al <4, Vis jk, WAA WBA fr Ph 使 得 lep- 
qP ce, 1<i,i<m, L&S m, hsb, 和 如果 > eo? =] 
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( 中 的 全 等 算 子 )， 则 也 有 ie 4, 及 DMP =1, 
iR 


和 证， 首先 设 a < rle), RB rO) 定义 如 引 理 12.13， 而 
gl 待定 , 则 有 4 的 投影 Pe, EE Wel 一 区 和 | < e Wik F 
是 MPPP < 26, VG,4*%G,), Bik e < âle 2), X 
里 aC, ) 定义 如 引 理 12.1.4, he 待定 ， 则 有 4 的 相互 直 交 的 
投影 Pha E lle? —ePll<e, Ws 《由 此 ，l4 多 一 
ce < e, + en Wik, 注意 


APT AP = elp, Pept = efP, 
la? 一 efPi<ete, P iPl<etea, 
fap 一 eP < 6 78) < 8 + 8, 
SH b terc dle), 这 里 aC) 如 引 理 12.1.7 ,而 ©, 待定 ， 则 
存在 gr < A, 使 得 


AP aP = gi, APAP = AP, Ile? 
fir qi? = APP, BURL {oP} 是 4 的 矩阵 单位 ,用 当 61 十 6: 十 
6; KA NA BPA lg 一 Pie, Vi, i, k 


HORS) eP m1, EMH ne <1, HW |S) ait 一 


— Pll < sx。 


1< n <1, Ak, 2? = 1. 证 毕 . 


引 理 12.1.9 设 4 是 有 单位 元 的 c*- 代 数 , 则 4 是 (AF) 的 ， 
当 且 仅 当 ,满足 ，1) 4 是 可 分 的 ;2) 对 4 的 任意 有 限 个 元 41,*……， 
as, K 8 > 0,A AWARE k FIRM BER BRIG bittra bas tE 
得 

fè — all ce, L<i<n, 

这 时 并 可 从 4 AERA SE TRR 4, 出 发 ,找到 ACCAC 
CAC CA, 每 个 A, BEAR ETRA, A 1€ 4,,Ve 
>2, #8 4 一 U 4. 


证 ， 必 要 性 显然 。 今 证 充分 性 。， 设 {+s} 是 4 的 以 0 为 中 心 ， 
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> EBT TBE, Hox, 一 0。 设 A 是 4 的 有 跟 维 # 子 

(eco 4 = [1], 或 者 A, SEME 及 a = 0(€ a, 则 

af = x, {| < IE 今 假 定 已 找到 ACT CA,, Ars =" » 4a 都 

是 4 的 有 限 维 沙 子 代数 , 且 1e Ay, 2 pe 并 有 a, ~ 

ae Ay, 使 得 fla all 过 24， Lick, 1<k<n, 设 

{eP}E 4, 的 矩阵 单位 元 , 且 为 4; 的 基 , 自 然 > SP = 1《 见 命 
ik 


题 6.7.4), 用 充分 性 条 件 于 {xi tta Tats eP, Vi, fs k}, 并 由 

引 理 12.1.8, 将 有 4 的 有 限 维 * 子 代数 B,B 的 矩阵 单位 (APS, B 

的 元 B51,-" "5bntis 使 得 dP = 1, Ize — epl] < 8, Vi, i, k, 
ink 


lx; — bice, 1 <icnt+1, 这 里 56,8 待定 。 当 8 足够 小 时 ， 
依 引 理 12.1.5, 将 有 4 的 部 分 等 距 元 w, 使 得 

eta (0 来 + CelP wf?) = KP, 

CoP w fit J. CP wp)" ka eP 

lP — Puk] <s, Ve a) 
命 x 一 >) efpwfip, 易 见 它 是 4 的 西元 ,并 且 uffPu" = eP, Wi, 

ik 
isk. 命 Aga, = aBu*, W) 1€ Anops 4CAa 又 令 af t= 
ubi, D) 
lat? — x < Ilo; — xl + la+ — bill 
< e -+ luba” — bill 


= 6 +| 5 [F126 (ox) 


Tork pte 
一 Puf PeP wti] 


| 


<e + (dm4s) sup IPEP 一 cip w fiPb, 


{Pw m) 


“< 名 中， 


无 妨 设 e <1/2,8F lal < 1/2, lé: — xil < 6, FÆ llill 
1。 由 此 


+ 459 « 


PEAP — eM eppo ate 

< PEAP — FPP wepi 

EIP 一 Puhi w ein 

< 2supllf® a ewf’, Vi, Rk, i, Ma l 

底 Wi —ePl<e, li leae 及 《1) 
WH? 一 ef ws 

和 卫士 | 各 ce 入 一 PAP af Hl 

< 28 + llep? 一 AP fF] 

<26+6, Ws,¢, l 
因此 ， 当 8, e 充分 小 ,就 有 Ma 一 ai <I, <i Sot 
1, BEZ, 我 们 便 得 到 4 的 有 限 维 * 子 代数 递增 列 {4), E 
iE An Ve>z2, 使 得 4 二 (J 4,。 TEx. 

51 12.1.10 设 4 是 c*- 代 数 , 则 4 是 CAF) 的 , 当 且 仅 当 ， 
(440) & (AF) 的 . 
W. URHEA. RZ, 设 (440) 是 (AF) 的 ， 于 是 有 

是 1€ Bus Va. 命 An ra Bd, 自然 {4a} EAWARE*T 
RT), 对 任意 的 a€ 4,7 5,6 Bn, ba 一 a。 由 于 B= 
A, +C, 可 写 bn = ag 十 dns 其 中 da E Ans ie, Va, 但 4 是 
《4 十 C) 的 亏 维 数 为 1 的 闭 子 空间 ,因此 ，as 一 se。 即 4 一 U 4. 
证 毕 


EM 12.1.11 设 4 是 cf- 代数 , 则 4 是 《4AF) 的 ,必须 且 只 
须 , 满 足 : 
1) 4 是 可 分 的 ; 
2) 对 4 的 生意 有 限 个 元 a, ---54, Re >, 存在 4 的 有 
限 维 * FUR BR BIC bis tety ba, EB 
la; — èll <e, I1<Si<n, 
ARABE AARE k TRR 4,, 则 可 找到 4 的 有 限 维 名 


* 460。 


F RBA LCAC CCC 使 得 A= U As. 


证 ， 由 引 理 12.1.9, 12.1.10 立 见 . 

命题 12.1.12 设 4 是 (AF) 代 数 , p 是 4 的 投影 , 则 pz 也 是 
(CAP RK, BAM irs P. 

证 。 对 和 任意 的 ry tr, 226 PAP, Ke > 0,KEB 121.11, 
有 4 的 有 限 维 # FARR BR BRIG Jistr Von 4， 合 得 

le —vl<os, Lica, 
le — all < r€3,(e,1)), 
这 里 s) W5 12.1.3, C++) 5 12.1.6, 于 是 有 B 的 
投影 9, 使 得 e — all 二 5.(s,1)。 进而 又 有 4 的 部 分 等 距 元 wa 
使 得 
ww* = 4s w*w =P, le — wll < 8; 

& C=w* Bw, AF wet =46B, pwt=—w*, we=w, A 
Ik, CHE PAP 的 有 限 维 * 子 代数 ,并 且 

le; 一 wpe) < le: 一 Pyp + leyp — w* yall 

< fe; — yd + IC — w* Dv ll 
+ lw*yiCp — w) 
< e + elll <e + 28C +2), 

. 1 < 委 < 安 #。. 
依 定理 12.1.11，z4tp 是 《AF) 的 。 证 毕 . ae. 

定理 121.13 设 4 是 有 单位 元 的 -*- RR, MAR (UHF) 
的 ,必须 且 只 须 , WE: 1) 4 是 可 分 的 ; 2) 对 4 的 任意 有 限 个 元 
a tty a, 及 6 > 0, FEANARATAT BR BINT A,:--, 
bes E lau SA <0, 1<i<n, 这 时 如 果 写 am A, 


如 定义 3.8.2, ii] 4, 可 以 是 任意 给 定 的 。 
证 明 与 引 理 12.1.9 完全 相似 。 
注 本 节 见 参考 文献 [8], [19], 141]. 
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$2. 维 数 与 同 构 定理 


考 碟 复数 域 上 的 代数 4。 4 的 元 p 称 为 投影 , 指 p* 一 二 
产 。 记 4 的 投影 全 体 为 P 一 PCA), OD RARE ARE: 如果 
a€A, afa = 0, i) a=, 

定义 12.2.1 7, ge P 称 为 等 价 的 , 记 作 Pp ~ gq, HEE ve 
A tE P = vto, g = vv*, 

这 时 必 有 P 一 vz，v*g 一 o*, BLE, 

(o — up)" Ce — op) = vty — v* op — pote + putvp 
= 90, 

REI, v = of, (UE v*g = 0*, 

Hi,~EPHOSHKR. MH PEP, Aire P. 

EX 12.2.2 WPS R Eik% E= ECA. P(A) 到 
E(4) EREWRER JC) RHP ERRER. 

EX 122.3 三 的 元 Žotrts Pa 称 为 可 加 的 ， 指 存在 PE Pis 
1 Kin IE PP; = 0, Vi 和 + j。 这 时 并 定义 Bt + B= 
《六 十 … 2)”, 

我 们 说 这 加 法 并 不 依赖 于 2) OH. BKL, BAA aE 
Bi, 1 Sia, 使 得 gig; 一 0， Vix 出 于 fi ~ a, 因此 有 
v€ A， 使 得 orv: = Pi, vw? 二 qi liga, Foz te 
十 say 由 于 

efv = vaqgivi =0, vp? = vibipw? = 0, 
vij. l 

因此 ， 
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定义 12.2.4 设 4, B 是 前 述 的 * 代 数 ，ECA) 与 ECB) & 
为 启 构 的 , 指 存在 EC4) 到 ECB) Lhe oS ECD 
的 元 Pp» oo, Ea FEMA, 4AM, ECB) 的 元 HCA), °° 
©.) 是 可 加 的 ,并且 Gt … +h) =—FG) 十 + 
Ur). E 

BR, MROBA BB LAK * 代数 局 构 , 令 oP) 一 dG), a 
于 是 ECA) 到 ECB) 上 的 同 构 . 

定义 12.2.5 «ftw ARH (LF) 的 , 指 4 = 二 UA, 这 里 


AC CAC HHEN A, EAREN <*- 代 数 。 
特别 地 ，(AF)》 代数 包 合 一 个 多 的 《LF)* 子 代数 . 
引 理 12.2.6 设 4 二 4, ELPRE, XB, CEAN 


有 限 维 c*-T RM, EBREA Hw, 使 得 P~ OO), 
vtpePpnB, 则 存在 4 如果 4 有 单位 元 ) 或 (4 十 C) 的 西元 *， 使 得 
ubu* =o): VEE B, 

WE. {ef} E BERANE FR, (P = OCP} 也 
o ene RBEEA we 4 使 得 of = < 由 ok 一 
如，VA。 令 


w= D Pee, 
Ja . 
易 见 ww =e, ww” = O(c), XE e= D) eP 是 8 的 单位 
bk 


Ü, Ole) = 名 下 是 C 的 单位 元 ,并 且 whw* = Pb), Yke 
B, 
tien 充分 大 ， EE v, w* € As, 因此 , 在 4, 中 ， e ~ P(e). 
ww =l, — e, ww" =l — Ole), 
这 里 1, 是 An 的 单位 元 ， 如 果 1 是 4《 如 果 4 有 单位 元 ) 或 (4 十 
C) 的 单位 元 ; M u= wtw 十 (1 一 1。) BAR 440) OB 
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SHEA ubu* = whw* = (b), WEE B, 证 毕 。 

318 12.2.7 设 4,32 * RK, E; 一 F(A), §=1,2, VE 
E: 到 E, ERKE. 如 果 B, 是 4; 的 有 限 维 c*- FRR, Il 
存在 4 的 有 限 维 c*- 子 代数 Bi, } 及 Bi 到 B, 上 的 w* 同 构 全 ;使 得 
对 于 B KERRE P, 有 r) =ĵ. 

E. BAP} 是 B; 矩阵 单位 的 基 , 依 至 的 性 质 , 有 水 maa 
直 交 的 投影 族 {elP}, 使 得 ， 

a) 一 oe, Wi, k. 

由 于 于 ~ AP, Ak, ef ~ ef, 即 有 PEA 使 得 


elpre en eP, ei epe ef, Vi, k, 


各 果 命 光一 Pelt, BE (ep) EMSi. HR B= 

re}, Pew) = if s Vi, js k, 则 中 是 B, 到 B: EBS * fal. 
今 着 ?是 By OBE MARE (PETKA Del? 

得 p ~ DP. TE, REMIT, BOD) =e SH) = 

Srp) = Sieh 一。 证 毕 . 7 
定理 a a= U4, 4 = U4, 是 《LF) 代数 ， 


如 果 E=E(4) 与 E' = E) 是 同 构 的 , 则 4 与 4 也 是 * 代 
RA AA. 
VE. BERTA {mx}, {ag}, 4 的 有 限 维 <*- 子 代数 列 {Bx]， 
使 得 
Am CB CAm, CBC e CAm CBC 
并 有 Bi 到 4s EAI H 更 ty 使 得 ee Why LLB 
有 交换 图 : 


An, — As Eps.. A >- | 
这 里 “<-_ >" 表示 嵌 人 映 象 。 由 此 即 见 4 与 少 # 同 构 。 
作法 的 步骤 与 原则 如 下 : 
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4,= Am, — B, = 一 Am, c—» B, c——> Am, tee 


TET 
o, Cy Cy Ca C; 
mn| «| oa) | 
B — A, < 一 By => An, < B; Caen 
具体 说 来 是 这 样 的 ， 
REEERE FORD, m= 1， 依 引 理 12.2.7、 有 4 的 
六 子 代数 BR An, 到 Bi 上 的 # 同 构 外, 使 得 对 An, 的 任意 投影 
P; 有 a ee 
TG) = Or). a) 
自然 可 选 mst BiCAL. 同样 用 引 理 12.2.7; BA ABs FR 
RoR c, 到 An ER * 同 构 F, ,使 得 对 C, 的 任意 投影 aA l 
Ta) = Fig) O 
于 是 ,有 交换 图 


By, > Ai, 
且 对 Am, 的 任意 投影 了, 依 (1),(2)， 
A T na Am 
Fi'e®B (lp) = VA) = Pa 
HA3 12.2.6 F 4, Am,> FPD, CAm)» RA (440) 的 西元 
Wis 使 得 
“aut = Fy!oB (a), Vat Am. 
& B, = u Cim, Jil B, Duy (Fi o CAm) Nu = Ams Ake 到 
B, 到 An 上 的 * 同 构 FC- ) = FC ` ur), 并 且 对 Bı HERI 
影 rs 依 (2) 有 
人 一 ee ~~ 
WA) = Ear ad) = F Gar et) = PCr) (3) 
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取 m(>m,), 使 得 BC An,. 依 引 理 12.2.7, 有 A' 的 * 于 
代数 C 及 Am, 到 Ch 上 的 # 同 构 G3, 使 得 对 Am, 的 任意 投影 Pas 
| 

vG) = G). (4) 
于 是 有 交换 图 


HAM An, 的 任意 投影 Pi, 依 (3),(4)， 
a ~er ar 
Gopi i) = p PTOP) = Pi 
用 引 理 12.2.6 PA, Ans GWA), WE (LHO) RO 3G 
u, tE Gopr Ca) = uan, Ya EAn & B= u, Cis Wh 
B; Dus (GOT (An) = Ame ARE 
B, — An, 


n| | 
án <> Bi, 
这 里 名 (4) = 4,°G,(a)ur, Wa E Ans FEAR Am, 的 任意 投影 P 
依 (4)， 
P) = GP) = BC). (5) 
取 m(>m), 使 得 BCA W3 12.2.7, A ARE THR 
数 c,, 及 Ca 到 An, 上 的 * 同 构 F:, 使 得 对 C; DERBE 91, 有 
O(a) 一 Fla). (6) 
重复 前 面 的 讨论 ,有 (440) HA ww, 使 得 
Fy'e®,(a) = matz, Wat Ans 
令 B,= «Cm, W) BOAm,> 并 且 mC) = Fitna: uf) 是 B> 
到 An LEAD RAT B 的 任意 投影 ri, 依 (5) 有 ， 
girs) = WF) (7) 
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以 及 有 交换 图 


Am — By—>An, — By 
®, | FF, | 2 | yw, | 
Bi (> An > By <> i, 
如 此 继续 下 去 , 即 可 得 证 。 
定理 12.29 (AF) 代数 A- U4 5B= |]B, E* 


同 构 的 ,必须 且 只 须 ，(LF) 代数 U4 与 Us. 是 * 同 构 的 ， 
.证 ， 充 分 性 显然 ， 今 设 4 与 也 # 同 构 。 依 定理 12.2.8。 只 须 
证 明 E = EC4) 5 E, = E (U 4, ) 是 同 构 的 . 
首先 ，E” 可 以 自然 地 拣 入 之 中 。 BE, 如果 p,q 是 
U 4a 的 投影 ,并 且 有 ved, E p= ov, q 一 vv*， 设 # 充 


分 大 ,使 得 p, 96 Ans 并且 有 a€ An, lo 一 al <a (2), 这 里 


6《-) 如 引 理 12.1.7, 因 此 有 u€ 4 使 得 P= uu, 4 = uu”, BẸ 
在 U4. rp, ep 也 与 4 等 价 . 


这 个 区 人 也 是 满 的 。 事 实 上 , 设 是 4 的 任意 投影 ， 依 引 理 
12.1.3 及 12.1.6, 将 有 投影 9e U Aa 使 得 在 4 中 ,Pp ~ g. 

对 于 E OAPAMA BG BRR FFA 
KE. 反之 * 设 Dis tots Pa 是 EE 的 可 加 元 ,于 是 有 PED, 使 得 
PP 一 0 Wi j, W5 2.1.3, 12.1.4 及 12.1.6, 将 有 相互 直 交 
的 投影 Gis" * "2 m£ Ua. 并 且 qi ~ Pis lsicgm, 因此 ， 
{8;} EE rae Ay AY KA EF BRA). 

以 上 说 明 , EG E 是 同 构 的 。 证 毕 . 

定理 12.210 (AF) 代数 4 = U A, 与 B= UB. x 
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AN, MAA AM. 4,58 TH {Aat 每 个 An, 包含 林子 代数 
Bi ,使 得 : 
1) BCe CBC, FHA UR BU B 上 的 # 同 
k * 


构 g; DB) = B, Wk; 

2) 对 每 个 正 整 a, 有 ,而 AC 

证 。 充 分 性 由 定理 12.2.9 立 见 .” SR 
12.2.9, 有 U4. 到 UB 上 的 上 * 同 构 P， 对 任意 的 4, 令 Bim 


OCB), 显然 Bice CBAs, BARGEN RIRE m 
使 得 BiC 4m 及 m < 由 << BARSA m 由 于 U Bim 


(UB) = UARRA R, 使 得 ACB TER. 


定义 12. 211 设 {ps} 是 正 整 数列 ,并 且 Riese Yn， 素数 
Fl {rn} 称 为 由 {Pp,} 决定 的 , 指 
ee E ee ee ee 

Fe Menage 

积 为 mi xm, 积 为 ms 
这 里 m = P, mi, 一 P3hPn Yn > 2, i 
定理 12.2.12 24E {7} WAY (UHF) RP HEH 
{p99} 决定 的 素数 询 ，i 一 1 ,2， 则 4 54x 同 构 。 必须 县 只 须 ， 
对 任何 的 素数 >, > EOP) 中 出 现 的 次 数 (包括 无 穷 次 ) 等 于 ?在 
{+r} 中 出 现 的 次 数 . | 
Wx Ker 3.8.3, 只 须 证 明 必 要 人 性， 设 A, 与 A 同 构 . 依 
定理 12.2.10。 可 以 找到 4 OFA Bi, CA E By, C 
An CCBA CC. B U By 到 U By EAJk 同 物 


多 ,使 得 As U Aas A= Us. B, >» (By) = Bis, Vi 以 及 


Any Ba 分别 是 PP, PP 阶 的 逢 阵 代数 ，Vn。 今 焦 命题 3.8.3， 
RENE PROM, PR LPR.» 由 此 见得 证 . 
注 APA 参考 文献 [31, [32]; L41], 
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设 _4 二 UAn 是 AF) 代数 ,4 可 以 看 作为 有 限 维 cz- 代 
数 递 增 列 {4,} ERI REE, 命 4。 到 A FRNA 
RHO. FIC One = Prate, (m Den), KR 3.74, AXE 
构 于 lim{4,, Dna lm = wh.) RABEKA RR A ic PE 
cued gsj。 反 过 来 ; 设 {4,} 是 有 限 维 c*- 民 数 的 列 ， 并 设 9。 
E AFi An HREH, Ya, 则 诱导 极限 是 ORE. 

HUE, Mies < RARER c *- 代 数 中 的 蒜 fee 
是 重要 的 . = 

haa Da, B= Da; 是 有 限 维 的 tH RE dis 
B; REUTER, VRORANSHHe A. wr E 
Ai 的 极 小 投影 , a EBD ad Bees E B = Bo FE 
OCp)zi 是 B 的 投影 ， 它 应 当 是 :Bi 的 3; 个 相互 直 交 的 极 小 投影 ; 
ROAD. 我 们 说 非 负 整数 c FRAG 上 的 选择 而 异 . BLL. BY 
是 4; 的 另 一 个 航 小 投影 , 则 有 ze Ai, 使 得 > *y = pp v9" = 4,. 
于 是 ， 人 

OC»); aa (00s) . Oord, 
ak 0(q)z; = (25) - (CODE ; 

因此 。 Dla )z; 也 应 当 是 B; BY sii: 个 相互 直 交 的 极 小 投影 的 和 .， 这 
FF, 由 9 唯一 决定 非 负 整数 为 阵 元 的 2X n ERE Css cicmacice. 
从 它 的 几 柯 意义 ,我 们 显然 有 


(dimgi D siCdimat, TLK h, x a) 
a ai. : r Sore ani ‘ 


ea, RUS Sata AMY, PU.) 一 le. 由 于 Of) Gy 
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我 们 也 有 
dpa HO, LCi (2) 
反之 ;如 时 给 出 非 负 整数 的 矩阵 (si;) 并 满足 (1), 《2), 我 们 
可 以 构 作 AD Bs 冶 构 名 ， 鸽 之 决定 的 矩阵 正 是 ( 坟 )， 事 实 
上 , 设 {ei}, CR} 分 别 是 4, 8 的 矩阵 单位 的 基 , 令 
Del Je; bail 但 = fx, 这 里 k = sä > 0 - 


Ee) = Aces +t + Rae + 
oo DLP ay = fiat coe + Ras eee : 


引 理 12.3.1 0,7 RAFIR HS FR emam 
HAL, AEE B RET oR sak G ee 
| u*P(a)u = F(a), Wee A, as: Ci 
证 . RAZE DiC - =: dain FC: J= gC Dris 1 < 
i<m, MUU B= B) RRO RARER. 

:任意 固定 100 <j<in), 设 {ce} 42 4; 的 矩阵 单位 的 基 。 
依 假定 din ®(e QV = dim¥(eP OF, SHR EP, EPH 
Ani”, - Ora) BMP, ee HARMBR, MT 
oP = eel, eP = eiPell*, 因此 OCP) CPO 分 
别 有 直 交规 范 基 :… Sy 

{oP <i, (WCEP MP SIH T 
显然 LOPE, 6, i} (WCEP IMs, 5, FF 都 是 .2 的 直 交 规 
范 系 ， 于 是 可 取 OF 中 的 商 算 子 ul E BY, 使 得 uU 
OPEL Ysy iyi 注意 woe! Pye (eP)n? = 5,8 Cex 
a= BoP WCEP Ini? Ve, 4 js rsy FDL, a SHOW AHO), 
Yace A, TELE. E 
REI, 4 Bl Bee A OES G) 所 决定 ， 因 此 我 
们 有 理由 把 它们 等 局 起 来 , 即 @ = Gi. 更 为 形象 地 可 用 下 而 的 
图 来 表示 : . BR, a 
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dee E ates 


引 理 12.3.2 3 Ais :8;: 是 有 限 维 的 c*> 代 数 ，6 是 4; 到 B: 
上 的 # PURSE 1,2, FS Y BLE Ay Bl A Oh} By BEB, 
中 的 * HN DRT O, PRERE, iat 434 Bs 
中 的 # felts Â eS FR ee: > 
AË Ar 
8, ô: 
pe 
| ZBA 到 A, HHO, Orpo, REM 12.3.1， 
ea u* BC - Ju = (03'0 FG) C- )。 今 命 
EC- ) 二 Ca* +4) 即 满足 要 求 。 证 毕 ， 
i ey 123.3 设 4 是 (AF) 代数 , {4} 4 RE ET 
数 的 递增 列 。 并 且 4 一 U An 那么 4 相应 于 {4。} 的 图 BCA, 


1A, naa 7 = 1D, dy Oe} HB: D={(s, mI Km <r(n), 
5 二 1 2， ih BREE r(x) E A, RANT 心 投影 的 个 数 ， Ya; 
d: DN, d(n, m) = (dim(4,2))8, 这 里 (2, ©, BR 
是 4, 的 极 小 中 心 投 影 的 全 体 ，vz 03 BL 一 {9 25 Bares} 
这 里 O, 是 4; Bi Asa HRA REM, Ve. 

fll {ps} Æ (UHF) 代数 的 图 。 这 时 +(x) = 1, da, 
1) = Pas On 一 《ms)， 这 里 tie = Pr Pa Yn 形象 地 有 下 面 
的 图 


?人 


Pl 2, BARREIA Hilbert 空间 , K= CCE) 是 
PSEA HSk, > 
A=KiC, 
如 果 {E)E 的 直 交 规范 基 ， Por Yas Fu 分 别 表示 H z 
[8;, +++, D 3 tt, gE], [Ee] LMR, Vo, WAS 


=-Ua4 


i As = 加 (Epo 二 G = PaB CRE ODBC Gar 和 “VE 
显然 PaBC JOa PERRIS BE. Pe BOSE Pa ER 
小 投影 ， Ba = 如 sh 二 Fazi H tee ME Pa BO Wear 的 极 
小 投影 , Ys。 因此 相应 的 图 中 5 A-2 dla) = ay dla, 


2) 一 1， 9 一 (3 Yn,- EREA 
1 1 2 1 3 pA 1 十 1: 


ao Eri E em . 
1 ie ane cal 


1 1 1 和 KEEN s | 
命题 1234 设 4 一 4.,B = 是 CAR) 代数 ,并 
证 。 2 Pn, F, 分 别 是 4 到 Ansty, Ba 到 as chiA BR 
象 , 依 条 件 及 引 理 12. 32, 我 们 可 以 递归 地 构 和 4 到 3。 上 的 # 周 
构 9,, 合 得 下 面 的 图 是 交换 的 : | | 
. dı p da p, Ár. cde ge E 


P T, v, 


ppm | 


B, B, B, Ba Bn, ~ 
由 此 可 以 构 作 Ua. 到 UB, 上 的 六 Eio, 使 得 914, = On, 


Wo, SREE 12.2.9; 4 与 了 是 # A. EE. 
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任意 的 《AF) 代数 至 少 有 一 个 图 ， 反之 ， 给 出 一 个 图 D= 
{D, d, Ui, MR Y = (p, = (sP)}， 自 然 要 求 满足 不 等 式 
(1) .(2) 588 


dla + 1, D> S Paa, i), 1< 委 < 委 r(a +1) 


intl} 


RDP > 0, bi <ra), Vo, 依照 前 面 的 讨论 ， 这 时 也 


可 构造 出 (AF) 代 数 4= U An 使 得 D = BA, {A}; 并 


HM 12.3.4, 75 © 同 构 的 意义 下 。 这 样 的 (AF) 代数 4 是 唯一 
的 

.但 是 ,《AF) 代 数 的 图 ,不 仅 依赖 于 代数 的 本 身 , 而 且 依赖 于 有 
ERE k 子 代数 递增 列 的 选择 ,因此 ,* 同 构 的 (4F) 代 数 , AAR 
可 能 极 不 相同 . 

注 本 节 见 参考 文献 [8]，[66]。 


as (AF) 代数 的 理想 


引 理 12.443 设 A= U 4, 是 (AF) 代 数 ， 7 是 4 的 闭 双 侧 
理想 , 则 1=Uonay. 

证 。 记 J 一 N44,， 它 是 4, 的 双全 理想 。 显 然 UNE 
I 58 x U Jy WARES rer 

设 e= it { Ls — 91 Ive U J} 则 s >00, Be x,€ Ay, 
使 得 x。 >r TRA 加, 使 得 


lz. — xl] < 7 Vn > m, 
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因此 , 当 2 2 mos YE Jey lea — yl = le — yi- lra — al 2 


设 a 一 4 是 4 到 4/7 上 的 正则 映 象 ， 注意 A。,1J。 可 以 自然 地 
RA 417 之 中 ,因此 


Izl = inf {les — yiy E Ja} > > Vn > mm, 


从 而 ,| 天 > 了 ， BD s&s. ”证 毕 . 


定义 1242 设 D= {D, d, U) 是 (AF) 代数 的 图 , D= 
U Ds, Ds = {Crs m| Sm Krah WU = {9 = CGP)). 


A Gl, i) RHA (a,i) AR. BSP > 0。 更 一 般 地 点 
YO Dm 称 为 点 rE D, WAR WE x+ 一 y, 这 里 m 之 #, 指 存在 
zE Dy, n&kam, Xn SX, tm = Fy 并 且 Tri E a SAT 
Ř =n, "e, m— i, 

如 果 x= (2, i) z= (m, DIE: TA z> y, F (C TEE 
®,) NG, 7) Ex, 

EX 12.43 设 Z = {D, d, 2) Æ (AF) 代数 的 图 ,DD 的 
FR ERNE HH: 1) 如 果 EE, Whe ONARA E Es 
2) R rE Daa 如果 {y EDan l? ze x HRACE, W x EE, 


(D, d, OC}, WRI E J An RRI 必 有 形式 


J= U@l4nal Ge, k)€ E}), (1) 
这 里 BE 是 DD 的 理想 子 集 、 而 Ank PUTER te 使 得 va 


rin) 


D4. a» Wa, 


反之 ,如 果 E 是 吃 的 理想 子 集 , 则 (1) 决 定 U 4: OR MB 
想 , 并 且 INA, + Plang] (7,4) € E}, Va, 
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AIÈ Us. PORTER, 由 于 r= UGNA), E 


EVADIT E, 使 得 (1 成立， 我 们 尚 须 证 明 瑟 是 理想 的 。 

设 MACE, HA Cn, Kh) —> (n+ 1,9). MAME P 
是 doe 的 极 小 投影 , 则 pz < 0, 这 里 z 4, 的 中 心 投 影 ， 使 
得 Aang = Anu. 自然 pz€ J， 男 一 方面 , 22E Asz CAnna 
Ais JN Anse = {0}. 但 Anse 是 矩阵 代数 ， Aik, Aarie 
JBI (2 +1, 9)€E, 

SE On, ED, HAG, DE Dan 中 的 所 有 后 帝都 & EE， 
即 

AniCD{lAatus ln > (n+ 1, DICT. 
所 以 ，(n, AYE E， 以 上 说 明 E 是 理想 的 . 

有 反之 ， 设 E 是 户 的 理想 子 集 ，7 出 (1) REM. W I= 
{Anel O, CES Wn, WE (n, AE E,W Asx CD deal 
(2, K) > (a+ 1,9) tC), Ais Jaars Vo. 所 以 ， 了 一 
Us 是 U4, 的 双 侧 理想 ， 


尚 须 证 明 JNda 一 Jn, Yn. 显然 J,:CJN A., Yn, RER 
须 证 明 : 如 果 AnaS, W (n,4)€ E， 事 实 上 , 取 mn), 使 得 
AarcIn. WÈ (2, O8E, HEELERS AHUA C, OB 
后 高 (m,r) 188 (m, r)& E. TÆ, dar Jn = {0}. RBS 
Ana WPI. PVA, (a, KEE. 证 毕 . 

E 124.5 1 A= (U 4., GA, {4.}) = {D,d, X}, 
下 面 的 集合 是 相互 一 一 对 应 的 ; 

i) 4 的 困 双 侧 理 想 的 全 体 ; 

2) U4。 的 双 侧 理想 的 全 体 ; 

3) DD 的 理想 子 集 的 全 体 . 


证 。 由 引 理 12.4.4, 2) 43) 是 一 一 对 应 的 ， 引 理 12.4.1 说 
朋 J 一 了 是 2) 到 1) 上 的 对 应 。 今 设 J h Æ U AuR AB 
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双 例 理想 ,需要 证 明 A J. 依 引 理 12.4.4, 无 妨 设 有 Aos 
但 Aa Fh. F#z.76h, 这 里 > 是 4, 的 中 心 投 影 , 使 得 A ,x 一 
Anz, 内 而 在 Am An iN 4) 的 正则 映 象 下 ,z 将 变 为 非 零 
投影 , 即 l 

nf{flz yliyE NAn} = 1, Ym >n, 


H h= UNA), Bulk. iwf{lz— ylly eh} = 1, B sX% 
。 所 以 , ASJ. 证 毕 . 


Al. a= U de, s- Eaa 4-2, -Bo 
有 不 同 的 图 : 


OG 一 
ph i pt 


显然 ,B 包含 一 个 维 数 为 1 RINE, E AWANE 
无 穷 维 的 ;因此 , AS BAR * AB. 


关 ，, 而 且 也 依赖 于 4。 到 Aat 中 的 嵌入 方式 . 
命题 124.6 设 4 二 4, 是 (AF) 代 数 , 儿 m= 1{D, d, Z} 
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RAMA. 如 果 7 是 4 的 闭 双 侧 理 想 , 则 了 与 4/7 也 都 是 
(AF) 代数 ,并 且 分 别 有 图 
{E, dlE, |E}, {D\E, d|D\E, UID\E}, 
这 里 是 相应 于 7 的 轧 的 理想 子 集 。 此 外 ,如 果 Z = [U = 
(Gri Jicicrintirictartad n W 
PE = {V, = CP Penal 
BW \ DE = {Wa = (fDi a 
证 。 关于 了 的 论述 由 引 理 12.4. L> 12.4.4 i Ul, 


AF 4 一 Ua An, Rub, A/T = Yar (A,/J) 也 是 (APD 


数 。 注 意 对 每 个 #， 

A afJy = OA, al NCR) EEC Anal] 

"i BANGt EE)}. | 
Ali, Angle Ang) 的 极 小 投影 嵌 人 到 Anil KEA) 中 
保持 几何 意义 ， Vin, AYRE, G+ i, DEE, 这 就 说 明 4/7 一 
Un 的 图 为 (D\E, dl D\E, a |D\E}.. TR 1 


EX 124.7 设 D = {D, d, 2} 是 CAF) 代 数 的 图 ， D 的 
FETE ERR oR, ba ae 2 Ë, 使 得 => 


zZ, YZ, 


定理 12.4.8 iż d= UA 4 A = {D d, U } 


是 相应 的 图 ， 则 下 列 相互 等 价 : 
1) JERAM 、 are 

2) 如 果 Js 1a WHR MA, WA T= AN Jo BUA 
或 者 h=j; i$ 

C3) JADAR, J N D ATA E ER. 

EL. HAR 12.4.6, RAR AJo 从 而 可 以 设 J = {0}, 

E= 2, es 

1) 推导 2): kms PT ; 

2) 推导 3); DORMER «= hn, 4), ym, g) F 
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= UUs >, r)))， 


=U (Orly >, DD. 


由 2), LN = {0}. i LAF DARJE ROA 依 引 理 
12.4.1, 


AN = HORN (Ya) mion 


但 AO 也 是 Ur HORMEL BL 充分 大 (>m, PE 


4 Cn Bl r—> z, yz, XB z= (Pr). 
3) 推导 1): 依 3), 对 D 的 任意 有 限 个 点 必 有 共同 的 后 裔 ， 因 

此 ,可 以 找到 子 列 {me} 及 对 每 个 A AER 1k), 1 SiS 
Cnt)» 使 得 Í 
A OF Da iD)» ikia 1008). ee 
我 们 的 目的 是 要 证 明 (0) 是 4 的 素 理想 。 因此 ， ,对 图 作 必 要 的 这 并 
Smee  “ 

aoe On at l,a rn), Wh - 
FE, .我 们 可 以 归纳 地 过 择 4。 的 经 阵 at chy 基 Leip} 使 得 


ed Se feted, Va, MET n > ws Pe 
g TE 汪汪 “it. B WR ai Re 2i 
` Pa 0, RE 


不 难 见 o 是 Aa E BY BEA HAA PON: = mle Deit D) z 
AP rel? = 4s) el Wa € An, piP > ite D 可 见 ， 
A = Ux VonrCet 5) 一 re) = oes, Wz Any 


因此 ,par de = May Yn 从 而 可 定义 A) 4e LUER 9, SER 


ol tn = ps; Wn. 显然 何以 唯一 开拓 为 4 上 的 态 , 仍 记 以 4 b. 由 
F pļlå = Pn 是 纯 的 ， Yn, 不 难 见 2 也 是 纯 的 。 
i «是? 所 产生 的 不 可 约 * RRA RAER kere, = {0}. 
(KEN 12.4.1, SUE kera f) 4, = {0}, Yn “或 者 对 于 每 个 Aa 的 
er vf 


每 个 极 小 中 心 投影 ,指出 有 x © Ans tE prr") 25 0《 由 此 ， 
z &kerz,, Bl) kere, 4.={0}) HF (,4)~G+4+ 1,1), 
Vk, 及 e219 Æ Aan 的 极 小 投影 ， ee xE Anite 使 得 
Er” 一 htt > he ee Mi R 
plaza") > plsx*ss") = pelt") = ER 
€ 本 节 见 容 考 文献 [81> [66], 


5. 锥 数 群 


设 4 一 U4。 是 (AF) 代 数 ，D ~ {D4 有} 是 相应 的 
图 ,如 果 忽 上 略 2 BARKER, aT ee Hat Se Be eH 
Be Mie EERE. 
定义 12.5.1 形 如 
GS lim{Z™, Pa} 
的 群 称 为 维 数 群 ， 这 里 2 是 整数 的 加 法 禾 ， ®, 是 ro: Ba D> x GO) 
RERE. Va, 
确切 说 来 ， G 是 序 交 换 群 ， EMT ARTA: 一 
€0:. +30 ate sfaste > ahs 3 ;其 中 si Zr Da = (i), Ysni 
BE {Cnsttt, im OVINE ZO, mR. 
FAE L MOME, GRRE BE. MERE AEM | ‘Ge 
ze G4, 指 有 (0, *,0, tarot? Ed, HELO, nu = OL), 
vin HE 4 20 ( 指 ZA, BY ta HG rC) 个 分 量 都 是 非 
负 整数 ) | oo ee ee 
命题 125.2 设 次 一 tif PING 是 可 数 的 、 TPRP 
(BIS; ag 一 0， 则 a= 0), G = G, — di, EAE c G)= {0}, 
并 且 GE Riesz GAME, 即 若 G 的 元 3 a, opts a, wea 3, SE 
2, d WHER 2,88 a, EREA A seos 
GE, RIER Bs 是 保 序 的 ， 及 a he | Riesz Sad 质 ; 


1) torsiun-tree。 
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即 可 得 证 . 
， 注 , 反之 , RJA Sheo-Effros 定理 : 满足 Riesz 插 人 性 质 
的 可 数 序 交换 群 , 必 是 维 数 群 人 L107]). 
定义 12.5.3 设 G= fim {Z 9， Pa) 是 维 数 群 ， 则 相应 的 
{D; 2c } 称 为 G 的 一 个 图 . “ 
每 个 (AF) 代 数 ,至 少 相应 一 个 维 数 群 。 反 之 给 出 维 数 群 G 及 
其 图 D, x) 我 们 可 以 构造 (AE) 代数 ， 使 其 有 图 (D, d, Z) 
事实 上 ,只 须 取 


dat li) > 53 sa f), YLE Sra +i), Ke. 


EX 12.5.4. RCORRRH, CHTR RARER J= 
hho BB I= ING, ME eS oe 
be Jn, W FEJ, we PREM 

G+ MAES TR FRM 指 aP: + ECF, 并 且 如 果 å a, ke 
Grs @<b, 及 ŽEF, My ZER, 

命题 12.5.5 Jo), 是 的 序 理想 全 你 到 G, ,的 面 全 体 上 的 
一 一 映 象 .. ! 
ik. eee ey A wig, 并 且 由 于 J= n 
jo}. 2 —— BER. RL» 设 F 是 面 ， 令 {=F 一 下。 HF 下 十 
FOF, 因此 , J .是 G 的 于 群 SARE IN Gs F. 显然 。 
FOIN G. 另 一 方面 3 如 果 BEF, HH (3 一共 EGGt， 由 于 
0< 4-3 ae Fit, (@—BeF, Bl JN GCF, 证 毕 . 

“命题 12.5.6 设 G= lim{z™, 2。} 是 维 数 群 , (D, ULE 


HEEL N GAFR 六 与 也 的 理想 子 集 一 对 这 六 这 时 了 


也 是 维 数 群 ， 且 有 图 ] (E, WIE}. 4 
l ie. 对 任意 的 9) 令 Daw: ZG, “pot i 
Poa ts) = (0; +- 40; fas tarts U) + By. 
A 其 中 nn = G), Vs >n, 而 9 如 定义 126.4 Nic 
PISS rO) BZ HEME, 
a 480 » 


Ysni 


Sik 7 是 G 的 序 理想 , 令 E = (C2, A) On 6e PET}. WR 
Cn, k) > (m, P), REX 12.4.2 及 Ono 是 保 序 的 ， 
Puol er D) 一 Dry Pyare "0 a eK »)) 
> Pmol ep”) 2 
kik J, 的 性 质 ，(m, p)EE. A x= (n,k), 而 {yE 
Danly 是 * 的 后 裔 }CE, 由 于 J+ JCJ， 


r(t+L) 


o< Drole = Dia, ~“(， 之 spe ey) 
(a) (了 十 了 
= | 2 Sik Ci ) 


£ 
Poo 


sD (+1) 
= Onl 2 Sik Ci 上 Jee 


(atl AER 

Ak. Duele )E Je, 即 Cn, k) = xe EE. 从 而 ,EB 是 D 的 理想 
FR. . 

fiz IE) 为 由 {Pa| Cak) E E} 生成 的 G 的 子 群 , 显 
然 LE)CJ 及 JE) 序 同 构 于 图 为 (E, |E} 的 维 数 群 。 如 
GEN, 由 于 G+ 一 LU OZ), 因此 存在 3 及 非 负 整 数 
as very rim)s 使 得 ; : 

: ~ a 

a 0 (5 hreg ). 
于 是 ;0 S DnP LE Jp > ON, A Onel) 
EJ, 即 (n, OEE. Hkh, žE (E), KHED=), BRR 
便 建 立 了 G 的 冶 理 想到 的 理想 子 集 的 一 一 映 象 . 


反之 , 设 E 是 DD 的 理想 子 集 , 如 上 定义 J= JE), REECE 
6G 的 序 理想 ， 以 及 7 所 决定 的 理想 子 集 正 是 E. 由 于 EE 是 理想 


的 ， 
Dao | >; Ree? ARE 起 
k 
(akie g : 
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ener Tak Es 


三 ({ D Left 


CR E 


ae Zh) ` 
Va, R, 
i= Ute ({ >; apex” 


& 
GH RIEE 


nex}), 


J= Ue 之 PEIER- z,}), 
(u) E 


内 而 ,了 二 J 一 于。 由 于 J 的 表达 式 , 也 易 见 如 果 0 志 5 所 &€ 
J.W EJ. Hik, JE GUFE. SE aoe)E 7， KR h 
的 表达 式 ， 有 mon 及 AjE Zis 使 得 Prole) = Din wo * 


2a wel). 于 是 


fm DER 


On sr 0,0) = SL ye, 
mher 
这 说 明 (n, Å) 在 Dm 中 的 后 裔 都 6 E. E 是 理想 的 ， 因此 ， (as 
ANCE, ike, 


命题 12.57 1k G= lim{Z™, 9r}, 图 为 D, Wh, I= 


HE) 是 G 的 序 理想 , 则 G/7 BERGE, BT lim{ Z| 


D\E, BI|D\E}，、 见 有 图 {D\E, IDE. 
W. HERD n 
Zr = Zr fam 
其 中 ZP = Lehn, AE El, 2 = [ekt Ca, DRED, est 
分 解 的 投影 分 别 是 Pa, Qu HS Gam Ooo Z"”), NEX 
{D\E, Q 1D\E) 的 维 数 群 是 im{2"”, 9,3. 我 们 有 这 样 的 


交换 图 
Fe GJJ 


me at 
vm, genta Mn 


ZU 
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这 里 ty) = Onel tn) + J, We 2", n BRE, ATER 
理想 的 ,因此 对 任意 的 a E ZO, 
natn) = Datron Pnl n) + Orro PonBa(ts) + J 
= DasioPnlte) + J = meals), 


于 是 可 以 定义 9: jim {2"™, Vr} ~ GI], 


oa = Dal) +], Wee Zr™, a, 
这 里 Pro 的 定义 与 Ono 相仿 ， 如果 te Ze 人 ,使 得 Prolin) € 
js 由 于 互 是 理想 的 ;因此 ， ts = 0, 即 4 是 一 一 的。 XA h 


GIJ = U Drz + DD 


= U CD, (2) + J). 


Bali, 242i. óh EAI 1 与 #7! BERF, A C/J 
与 lim{Ze, w,} 序 同 构 。 证 毕 ， 


定义 12.5.8 维 数 群 G 的 序 理想 JAR TOK Jo h Æ 
G 的 序 理想 ,并 且 J=ANh. WJ=h 或 者 Fs 

命题 125.9 设 G 是 维 数 群 ，{D, 2) 是 它 的 一 个 图 ， J= 
JE) 是 G 的 序 理想 , 则 了 是 素 的 ， SERS, DARA TSR E E 
AW. 
证 。 依 命题 12.5.7， 可 代 以 考虑 G/J， 从 而 可 设 了 一 {0} 
E=@, . 

如 果 零 序 理 想 是 素 的 ,对 任意 的 xiE D, 令 E; = {26 Die Ë 
x; DAS), J; = JED, i 二 1,2，。 FRE. ANE SD M 
ii; ANE 关 On 与 有 共同 的 后 裔 。 因此,D 的 理想 子 集 
E = JEKE 

反之 , 设 E = DERTEN G 的 性 意 序 理想 J= KE), 
i=1,2, ENE, = Ø, NESS, Ak. 零 序 理想 是 素 的 . 

注 RELEF [28], [33]; [35], [107] 
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56. 稳定 同 构 定 理 


定义 12.6.1 3 GERE, MCG.) 称 为 G 的 标 度 ， 指 : 
1) 了 生成 G;, 即 G+ =F +r +- 2) 如 果 a, BE Gy, 4S 
5, 及 ber, W žer. 
在 标 度 中 可 以 定义 部 分 的 加 法 ， 即 č, EET KH AT IM, 指 
2 -ec 了 。 
引 理 12.6.2 设 ary € Za ,并且 a 十.… ta, = bbe t 
b WHE cij € Zy, (E1 


a; = >) cits 
k=1 
b= De TREC, IIs, 
k= 1 ， 
证 . 如 果 b, 2a, % Cu = hs j=, 27S, 于 是 变 
HER (l2 SiS r, ISS}, E l 
a = >) iz 2<=i<cr, 
k=l 


Š cn 一 六 一 al ou te 2<i<s, 


kuz 
如 果 a > ba? cu = &, cà ™ 0, 2 gig . TREAR 
R fegll<icr, 2<47<s}, 使 得 


+ + 
Deum amh, D, c= 2 iK 
ke2 Ani 


Sasa. 21s, 
如 此 递 推 即 得 证 . 
命题 12.6.3 设 Gi 是 维 数 群 ， Ti 是 G; 的 标 度 ， i= l; 2,4 
ORT, BT, ERACE O—— HARB ME), Me ay 
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叭 一 地 开拓 为 G 到 G: 上 的 序 同 构 。 
证 。 如 果 Z Ern, 并 且 
Git ESB tee thy | 
依 引 理 12.6.2， 有 5266 (es 使 得 : 


= Sie 7 
b= Sty 1<i<r, 1<i<s 
k=1 x 


WR, HER, yery FÆ {čih {Euh EP, PRET MH, 
Vi, i。 者 是 同 构 ,从 而 ， ene {OC Zi) he oe 中 也 是 可 加 
的 ,并 且 | 
， Haj) 一 = Se PERR ; 
G) = 2 eal Visi. 
因此 ， 
~ (2) sean oe ©(4,) = BE) + - i+ ON 
n T, 生成 (e) Ait, lia coy. “E; 到 对 任意 
的 GE (Gij me Ge =a + “+ 人 这 里 a fiy“? » a, € rh; p 
fr Ga) = Ph); aeons ote Ka. 和 进而 > BF G {G 
(G+ F Ryd oi MFI C. 到 G; eR EON 
ick e, 
“AFR 生成 : (Gi; PT) : = Fi 因此 ， aey Gù 
| BR OCG) (Ces His ANENE ik 
5， be (Gy. HHA) = 06). i 果 ; = Ci tp 
a ee 这 里 G;, Er, W ita! tal 
ØC) Tering 3) = PB) + vs +O), eh 
依 引 理 12.6.2 , 存在 :di € (Ga) BB ij ete: S y 


ka = È i? 


* 485» 


(Pj) = 5 aris Vis Ís 
k=t 


HT Blii)» PEE Pr, 及 依 T: 的 性 质 ， dii € T, Yi, 1， 因 此 ， 
{dishes (dade ET: PEA IMAM, Wi, i 设 Sye 1, ER OCG) = 
dii Yii. AF OBA Bi {Ea tea HEP 中 也 是 可 加 的 ,并 且 


@ (> ĉn) = > Oe.) = oa), 


(Ze )= o(3;), N -ihi 
由 此 ， aj = ye Crk 5, =m > Chis Wisi. 所 以 ， 
和 一 六 十 eee re 54a, = B, 证 毕 . 


命题 12.6.4 ik 4 一 Ua 4, 是 (AF) 代 数 ， 相应 的 图 为 1D， 
d, Pl Yo 维 数 群 为 G= ian (2, $n}. 对 每 个 2, t= (dn, 
1)s+++sd(n, r(2)), [0, tall = {ra E ZA" |ia S tajo Poet Zi» 
G tu $5, ;雇用 mis Gu 
ee U Daal 10s ‘als ene 


nir Æ GRRE. JAAR 5 是 4 前 纵 数 信 域 Cie x: 127.29, 
MERA Pee, AR pe RA. CUE LI EREN), FHR 


rn 


于 4, 一 D Anas 可 写 P= At 二 po ieee Ana 的 
dy PHBE AEE A, 命 OCR) =e: th, . tes, 
Law)» WO BBB riik, Maranam 5 
TERR LAW 
定理 1265" x Rw an Ade ARE EPA MI. ft 
Bil , CAF {ORCAS BR Ze FE EH, OS 
证 。 由 定理 12.2.9, 12.2.8, 命题 12.6.4, 12.6.3 W. 
现在 分 析 一 下 ， 可 数 无 穷 维 : Hilbert 空间 2 中 全 连续 算 子 金 
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体 的 c*- 代 数 K = CLS). HALE} 是 :2 的 直 交 规范 基 ， 思 E 
OB LEs ves E] 上 的 投影 ， 则 Ka = PKP, 是 4 BRIER 
数 ， K C Kers Va, 及 K= U K,. 此 外 ，, Ke RADE Be 


是 Kan (BUDE. Yn, te MOPS 
Š : 1. ; i ; : 


: S i d 
1 2 3 a a +he 
当然 对 任何 的 正 整 数列 <a 二 二 由 二 ;我 们 也 可 写 
K = U Kus 相应 的 图 便 为 Ke ee 
A ee 
A | 7 w a aa aid 


此 外 ， 对 于 任意 的 < CRA A, RAH 3. 6. 1, 4@K, ERE 
STAB. c*-7E oC - FFB ABDe Ka = ABK,, Yn Ai, 4K 
上 也 仅 有 空间 的 cH o>). 


aia 126.6 设 4+ U4 An 是 (AP) 代 数 ， GCA) 是 它 的 维 


aE, EEEREN n me sap es n, 45. ADK 
U MBK) BERLT (RAR 12.6.4), GCA), H, 
ARK FIERCE FE ALI F HAD. , . ys 

aE. SERER niian < i BR AB LK 
Y: (DK). EF Ka 人 Kays, 网 极 小 投 


影 ,因此 ， ADK m 到 ADK, PORA DRH 44 Bl Yen 
PARADA: WK。 从 而 ，4@K 的 维 数 群 G(A®.K)= 
G4). 、 | 

ham Ua HID, A an 484K = yag 


Fey hi 


Kay) 的 图 为 (D, @,B), 其 中 g G i) Fi ndk, i)» 1<i< 
rk), Vk, TIH IERE poate eee S 
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r= U Prl LO, mal) 


xe te = (d(k, 1), °° ., dh, r{A)), Yk. SAA TED BR 
{ne} EA P= GCN. by : 

设 BW = {hy}, B= IP), E = >: sp 及 n=l, 

a oF ` : 


n = synas WED 1. Hobs =O, 12, EZ, 
于 是 te Sly, YR. 

”对 任意 的 56 GA), ASAE AEE MEK N, 2, ER Do NI 
2， 取 充分 大 的 m(>2), 使 得 2 SN, FR, om = WP et 
sm-1 Ze 由 于 PCa) S slins VR, Mitt 

Mala D hmla > Omi * OG ,(N1,). 
由 此 ，3 < Oy. (N14) Pom (asta) ET. ATHER, že r 
所 以 。 r= Gla). TE. a T l 
”定理 126.7 设 A= Ut, i B= Us ROME, 相 


ERRE Ch GB), W G64) 与 CCB). ARTH, 
必须 号 只 须 ， (48.K) 与 (BQ@,,K) 是 + 同 构 的 ， 这 里 K 是 可 
os “Hilbert 空间 中 全 连续 算 子 全 体 的 ?代数 ， ， .让 
TE. SORES Hh G64) =6(400K) 2 oa S: 

及 定理 12.6.5 il. 
, 今 设 G(4) 与 6G(8) 是 序 同 构 的 ， 更 严格 着 增 的 正夫 数列 


ian log}, HBS AB, K = y ADK) B® aK = 


Uae Km) 时 ， 有 


IADK) = CCA), TOOK) = GŒ). 
Fk, kA 12.6.4, E(4@,,K) 与 E(B®..K) Ft MEE 
$2 12.2.8, 12.2.9, 可 见 (ABK) 5 (BOLK) Bx BM. 
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